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Die Umgestaltung, welche die Theorie des Lichtes durch 
^ Fresnel, und die Theorie der elektromagnetischen Er- 
scheinungen durch Faraday erfahren hat, schuf neue Vor- 
bilder für alle Gebiete der theoretischen Physik, die Mechanik 
(5 keineswegs ausgeschlossen. Diese geht, obgleich ihre alte 
^ Form unverändert bestehen blieb, nun zum Teile von Gesichts- 
'^^ punkten aus, die ganz außerhalb des Vorstellungskreises ihrer 
Begründer liegen, und scheint sich auf diesem Wege einer ent- 
scheidenden Wendung zu nähern. Dieses allerdings sehr ent- 
fernte Ziel gab der folgenden Darstellung die Richtung. 

Die klassische Methode, eine Wissenschaft auf eine mög- 
lichst kleine Gruppe von Grundexperimenten und einige Grund- 
sätze aufzubauen, erscheint nicht mehr als die beste, ja kaum 
als weiterhin zulässig. In solcher Weise erreicht man zwar 
die Sicherheit der Deduktion, also die Entwicklung der Wissen- 
schaft in die Breite, schneidet aber ihren Fortschritt ab. Die 
einigermaßen starre und dogmatische Form der heutigen 
Mechanik ist darauf zurückzuführen, daß Newton dieselbe 
auf ein sehr spezielles Erscheinungsgebiet, die Bewegungen 
diskreter starrer Körper in Luft, gegründet hat, was historisch 
begreiflich ist, aber sich auf die Dauer nicht bewähren 
. dürfte. 

Zum mindesten müssen wir uns bemühen, dieses heute 
noch grundlegende Gebiet in einer tunlichst vorurteilslosen 
Weise darzustellen. In dieser von E. Mach, Eirchhoff und 
Helmholtz angebahnten Eichtung bleibt noch einiges zu tun 
rt) übrig. Insbesondere erschien es mir geboten, den Mach sehen 

Massenbegriff überall streng festzuhalten und auf den Kraft- 
begriff völlig zu verzichten. 
^ Bei Kirchhoff spielen die Kräfte ihrer Definition nach 

;;*^ zwar nur mehr die EoUe von Hilfsvariablen, werden aber in 

, der herkömmlichen Weise verwendet, um von der Mechanik 

^ diskreter Körper zu der Mechanik kontinuierlich den Raum 

H erfüllender Medien überzugehen. 
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lY Vorwort. 

Die Theorie dieser allgemeinen Bewegungserscheinungen 
in kontinuierlichen Medien hat eine noch unbegrenzte Ent- 
wicklungsfähigkeit. Doch ist es notwendig, ganz ohne vor- 
gefaßte Vorstellungen an dieselben heranzutreten, dafür aber 
sie im Zusammenhang mit allen anderen physikalischen Er- 
scheinungen zu betrachten. Hierzu habe ich einen ersten 
Versuch gemacht und hoflFe, daß diese neue Beleuchtung des 
Gebietes manches Anregende enthält. 

Als Form der Darstellung wählte ich die eines syste- 
matischen Lehrbuches der Grundlagen der Mechanik und 
habe den Lehrzweck, allerdings nur als Nebenzweck, mit allem 
Ernste verfolgt und suchte überall, wo es anging, die Darstellung 
möglichst leichtfaßlich zu halten. Doch habe ich, wo es die 
Strenge und Klarheit in prinzipiellen Fragen forderte, mich 
nicht gescheut, höhere Anforderungen an den Leser zu stellen. 

Es gilt dies auch für die verwendeten analytischen Mittel. 
Der Fortschritt der theoretischen Physik hängt teilweise von 
der Entwicklung treffender mathematischer Begriffe ab. Es 
handelt sich doch immer um das Erraten des Gesetzes, 
welches Beobachtungen zusammenfaßt. Das empirische Gesetz 
einer ganz speziellen Beobachtungsreihe und ein allgemeines 
physikalisches Gesetz dürften aus wesentlich gleichartigen In- 
duktionen hervorgehen. Um aber die Form eines empirischen 
Gesetzes zu erraten, muß man eine Auswahl unter geeigneten 
mathematischen Formen haben. Ohne diese können nur naive 
Theorien entstehen und müssen manche Beziehungen geo- 
metrischer Natur irrtümlich für fundamentale physikalische 
Tatsachen angesehen werden. 

Es konnte deshalb auf die Anwendung der Vektoranalysis 
nicht verzichtet werden. Um den Leserkreis hierdurch nicht 
einzuengen, habe ich eine kurze Darstellung der gesamten 
Vektoranalysis in dem Buche passend verteilt. Dieselbe bringt 
einige neue Wendungen, wovon vielleicht die Einführung der 
rotorischen Dyaden hervorzuheben ist. Man wird diese Beiträge 
durch den Vergleich mit Gibbs' Vektoranalysis (herausgegeben 
von E. B. Wilson, New York 1902), von welchem die Be- 
zeichnungen großenteils entlehnt wurden, am besten erkennen. 

Brunn, im März 1904. 

6. Jaumann. 
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Einleitung. 



Die Bewegungslehre oder Mechanik ist der älteste Zweig 
der Physik. Die Bewegungsvorgänge haben für uns als will- 
kürlich bewegliche Wesen vitales Interesse und wir besitzen 
mehrere Sinnesorgane und einen besonders dazu vorbereiteten 
Intellekt um Bewegung, Raum und Zeit aufzufassen, Schall 
und Kraft wahrzunehmen und die wichtigsten mechanischen 
Tatsachen kennen zu lernen. 

Wegen dieser einseitigen Ausbildung unserer Sinne über- 
schätzen wir die Bedeutung mechanischer Vorgänge anderen 
Naturvorgängen gegenüber. Wenn z. B. eine Wassermenge um 
1 * C. erwärmt vnrd, so empfinden mr dies als eine gering- 
fugige Veränderung. Viel bedeutender erscheint uns die Hebung 
der gleichen Masse um 424 m oder der Wurf derselben mit 
91 m/sec. Anfangsgeschwindheit und doch haben sich diese 
Wirkungen als objektiv äquivalent herausgestellt. 

Aus den angeführten Gründen überschätzen wir auch die 
theoretische Bedeutung der mechanischen Gesetze. Diese 
müssen uns tiefer verständlich erscheinen als alle anderen 
physikalischen Gesetze, weil wir aus biologischen Gründen zu 
ihnen in einem anderen Verhältnisse stehen. Jedes Kind wird 
mit der Begabung eines Entdeckers der mechanischen Tat- 
sachen geboren. Einige derselben lernt es früher als das ge- 
sprochene Wort verstehen. Fast alle anderen physikalischen 
Erkenntnisse sind aber reines Kulturprodukt Mit dem Fort- 
schritte der Kenntnis der anderen Erscheinungsgebiete und 

J au mann, Bewegangslehre. \ 



2 Einleitung. 

der Kunst, dieselben treflFsicher zu beschreiben, scheint aber 
die Mechanik ihren Vorrang immer mehr zu verlieren. Schon 
jetzt kann man vermuten, daß die neuen Gebiete der Physik, 
insbesondere die Elektrizitätslehre, mehr zum Verständnis der 
mechanischen Vorgänge beitragen werden, als die Mechanik je 
zum Verständnis der übrigen physikaUschen Vorgänge bei- 
getragen hat. 



Erster Teil. 

Bewegung starrer Körper in Luft. 

In der Mitte des 17. Jahrhunderts begann man sich von 
der Hilfe der die vorwissenschaftliche Bewegungslehre völlig 
beherrschenden Kraftvorstellungen einigermaßen unabhängig zu 
machen und zu reinen Bewegungsbeobachtungen tiberzugehen. 
Die technische Schwierigkeit derselben und die Verschieden- 
artigkeit der natürlichen Bewegungsvorgänge ließ die Auffindung 
umfassender und einfacher Gesetze als von einem glücklichen 
theoretischen Gedanken abhängig erscheinen. 

Es waren folgende Bewegungstypen bekannt: Die meisten 
Körper fallen in Luft und in Wasser, Holz steigt aber in 
Wasser empor. Die Schneeflocken fallen mit gleichförmiger 
Geschwindheit ^ungefähr 20 cm/sec), ebenso die kleineren 
Regentropfen (diese aber mit ungefähr 1000 cm/sec). Der 
freie Fall eines Steines ist die komplizierteste Fallbewegung. 
Sie findet mit stets zunehmender Geschwindheit statt Die 
geradlinige Bewegung auf horizontaler Bahn findet hingegen 
mit stets abnehmender Geschwindheit statt. Alle geradlinigen 
Bewegungen scheinen hiemach ungleichförmig zu sein. Als 
einfachster Typus der Bewegungsvorgänge erschien die gleich- 
förmige Kreisbewegung der Himmelskörper. 

1. Die Beschleunungen. 

1. Die Fluxion der Gesohwindheit 

1. Eine wesentlich neue Theorie der Bewegungen rührt 
von Galileo Galilei (1638) her. Er erkannte den freien Fall 
eines schweren Körpers als eine von störenden Nebenwirkungen 
sehr wenig beeinflußte, also typische Form der Bewegungs- 
erscheinungen. Voluminöse und leichte Körper werden durch 
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die Luft oder die Flüssigkeit, in welcher sie fallen, in ihrer 
Bewegung verschiedenartig beeinflußt. Galilei suchte ein 
Medium herzustellen, in welchem alle Körper in gleicher Weise 
fallen, eine Versuchsreihe, welche durch Torricelli und 
Guericke (1650) abgeschlossen wurde. In verdünnter Luft 
fallt eine Flaumfeder oder Schneeflocke nach demselben Ge- 
setze wie ein Bleistück in normaler Luft. 

2. Die annähernde Gültigkeit des Gesetzes der konstanten 
Beschleunung des Falles schwerer Körper in Luft wies 
Galilei nach, indem er verschiedene Körper von verschiedenen 
Stockwerken eines Turmes fallen ließ und die Fallzeiten mit 
primitiven Wasseruhren maß. 

Es wäre verlorene Mühe, die Gültigkeit des Fallgesetzes 
durch möglichst genaue Ausmessung feststellen zu wollen. 
Der Fortschritt und die Gewißheit in der theoretischen Physik 
beruhen nicht auf der Ausmessung vereinzelter Erscheinungen, 
sondern auf der erfolgreichen Zusammenfassung sehr mannig- 
faltiger Erscheinungen durch einfache Gesetze. Man geht nicht 
fehl, wenn man die ideal genaue Gültigkeit dieser Grund- 
gesetze annimmt, und die stets zu beobachtenden kleinen Ab- 
weichungen störenden Nebenumständen zuschreibt. 

Das Fallgesetz wurde nicht auf Grund von Messungen des 
freien Falles, sondern durch die Aufstellung der Gravitations- 
theorie verbessert. 

3. Der freie Fall und der Wurf nach aufwärts werden 
durch dasselbe Gesetz dargestellt, wenn man abwärts gerichteten 
Geschwindheiten das umgekehrte Vorzeichen gibt als aufwärts 
gerichteten. Die Geschwindheit t? ist die Fluxion der Höhe h 
eines sich in der Lotrechten bewegenden Körpers und seine Be- 
schleunungy definieren wir als die Fluxion der Geschwindheit 

Hieraus folgt: 

vv =ff»h. 

Bei freier Bewegung in der Lotrechten ist die Beschleunung 

von der Größe der Geschwindheit unabhängig, für alle Körper 

von gleichem negativem Wert — ff^» Es ist also: 

(a) V'V:r=: — ^^ ' ^ 

oder 

dv^ = — 2g^*dh, 
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Dies ist eine zeit freie Form des Fallgesetzes: Das 
Quadrat der Geschwindheit ist pro Zentimeter Höhendifferenz 
um den konstanten Betrag — 2^^ verschieden. Ist die Bahn 
des Korpers gegeben, so bestimmt diese Form des Fallgesetzes 
die Bewegung vollständig. 



4. Hier lenkte die Rückwirkung der technischen Mechanik 
auf die Bewegungslehre die Untersuchungen Galileis auf ein 
praktisch sehr wichtiges, aber nicht auf dem geraden Wege 
des nachmaligen wissenschaftlichen Fortschrittes liegendes 
Gebiet. 

Die vielfachen Erfahrungen über die Wirkung der 
Maschinen konnte auch auf das Fallproblem angewendet 
werden. Es ist bekannt, daß man durch verschiedene Mecha- 
nismen die Bichtung der Geschwindheit eines Körpers mühelos 
ändern kann^ so daß ein fallender Körper zum Steigen gebracht 
werden kann. Femer ist es aber bekannt, daß man diesen 
Körper bei beliebigen Auf- und Abwärtsbewegungen mühelos 
nicht höher bringen kann als er anfangs war. Dies setzt aber 
eine von der Form der Bahn unabhängige Beziehung 
zwischen Höhe und Geschwindheit voraus. 

Das zeitfreie Gesetz des lotrechten Falles gilt also für 
alle Bewegungen schwerer Körper mit oder ohne Mitwirkung 
solcher Maschinen. 

5. Bezeichne s die in der gegebenen krummlinigen Bahn 
zurückgelegte Weglänge, so ist: 



V = s 



und es folgt aus 3. (a 


) 




i-v = —ff^.h, 


oder 


%^ V 


/ \ 


dh 


(a) 


» %' ^, 



Die Fluxion der Geschwindheit ist gleich der Beschleunung 
des lotrechten Falles multipliziert mit der Steigung der Bahn. 

6. Einen charakteristischen Spezialfall dieses Gesetzes 
bildet die Bewegung in aufgezwungener horizontaler Bahn. 
Bei einer solchen ist nach 5. (a) die Fluxion der Geschwindheit 
Null, diese also unveränderlich. Es ist dies das sogenannte 
Beharrungsgesetz. Vor Galilei nahm man an, daß ein an- 
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beeintluBter Körper auf horizontaler vollkommen widerstands- 
freier Bahn allmählich seine Geschwindheit verlieren müsse. 

Diese Beharrung zeigt z. B. 
der Körper eines Horizontal- 
pendels, welcher in einem hori- 
zontalen Kreise um die in 
feinen Lagern laufende vertikale 
Drehungsachse des Pendels um- 
läuft (Fig. 1). 

7. Ist die Drehungsachse 
Fig. 1. des Pendels horizontal^ so kann 

sich der Körper nur in einem 
Kreise von vertikaler Ebene bewegen. Die Steigung dieser 

Bahn ist: 

dh . . s 

;i- = Sin a = - , 
ds l 

worin a der Ausschlagswinkel, s die vom tiefsten Punkte der 
Bahn gemessene Exkursion, welche nicht groB sein möge, und 
l die Pendellänge ist. 

Hieraus folgt nach 5. (a) für die Fluxion der Geschwindheit 
des Pendelkörpers 

(a) t) = — y^, • sin a = — ^ • Ä . 



t) = — y^, • sm a = — X • 

Die Beschleunung des Pendelkörpers in seiner Bahn ist 

bei kleinen Exkursionen 
^ denselben angenähert 

proportional. 

8. Ein Körper werde 
durch einen nicht dehn- 
baren, sehr leicht bieg- 
samen Faden gezwungen 
einen Kreis , dessen 
Mittelpunkt der Auf- 
hängepunkt o (Fig. 2) 
sein muB und dessen 
Ebene vertikal sein 
möge, zu beschreiben. 
Schlägt der Faden an den Stift o^, so ändert sich die Bahn 
und der Körper läuft nun in einem Kreise von kleinerem 
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Radius um o^ als Mittelpunkt^ kommt in a^ zur Ruhe und 
kehrt sogleich auf gleichem Wege nach a^ zurück, wo er 
wieder umkehrt. Dieses Galileische Pendel ist ein Mecha- 
nismus, welcher die in § 4 erwähnten Änderungen der Bahn 
eines bewegten Körpers in recht tadelloser Weise ausführt 
Der Erfolg ist der vorausgesagte. Die Ruhepunkte a^ und Og 
liegen merklich in gleicher Höhe, die Geschwindheit des Körpers 
ist im tiefsten Punkt der Bahn sichtlich am größten und über- 
haupt in gleichen Höhen auf beiden Seiten der Bahn gleich 
groß, obwohl diese unsymmetrisch ist. 



9. Von weitaus größerer theoretischer Bedeutung ist die 
Verallgemeinerung des Fallgesetzes in seiner ursprünglichen 
Form, obgleich diese zunächst nur für geradlinige Fall- 
bewegungen gilt. Nachdem einmal erkannt war, daß die Be- 
schleunung des lotrechten Falles konstant ist, lenkte sich die 
Aufmerksamkeit auf die Fluxion der Geschwindheit anderer 
geradliniger Bewegungen und man fand diese immer durch 
sehr einfache und umfassende Gesetze bestimmt. Besonders 
interessant ist, daß, ebenso wie beim freien Fall, Körper von 
verschiedener Geschwindheit unter sonst gleichen - 
Umständen gleiche Beschleunung zeigen. 

10. Eine sehr häufig unter den verschiedensten 
Bedingungen auftretende geradlinige Bewegungsform 
ist die Sinusschwingung und es soll gezeigt werden, 
daß diese durch Angabe der Beschleunung des be- 
wegten Körpers am einfachsten beschrieben wird. So 
bewegt sich z. B. ein an einer elastischen Feder auf- 
gehängter Körper (Fig. 3), wenn man ihn zunächst 
abwärts zieht und dann der Wirkung der Feder über- 
läßt. Je nach der Größe der anfänglichen Dehnung 
derselben kann man Schwingungen von sehr verschie- 
dener Weite erhalten. Das Gesetz einer solchen perio- Fig. 3. 
dischen Bewegung zu bestimmen ist leicht, die hierzu 
dienenden experimentellen Methoden sollen weiter unten mit- 
geteilt werden. Der Abstand s des Körpers vom Mittelpunkt seiner 
Bahn (die Exkursion) bestimmt sich als Funktion der Zeit t durch 

s = asm — t» 

t 
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Der Körper entfernt sich hiemach nie mehr als um die 
konstante Strecke a (die Amplitude] vom Mittelpunkt der Bahn 
und kehrt nach der konstanten Zeit r (der Schwingungsdauer] 
an denselben Ort und in denselben Bewegungszustand zurück 
Die Schwingungsdauer muß eine Funktion der Amplitude sein^ 
da wir nur diese frei wählen können , oder sie muß für jede 
Amplitude denselben Wert haben. Letzteres trifft mit großer 
Annäherung zu. Wir bestimmen mit Hilfe einer Uhr mit 
auslösbarem Sekundenzeiger, daß z. B. der Körper 50 Schwin- 
gungen von 1 cm Amplitude in 59,3 Sekunden ausfährt, hin- 
gegen 50 Schwingungen von 30 cm Amplitude in 59,1 Sekunden. 
Die kleine Differenz erklärt sich mehr durch Beobachtungs- 
fehler als durch die unvollkommene Elastizität der Feder. 

Aus dieser Gleichung erhält man die Geschwindheit 

V =: s = — a COS — t 

T T 

und endlich die Beschleunung 

ff =: V = j- a sm — i 

des schwingenden Körpers. 

Sämtliche Variable der Sinusschwingung stehen also zu- 
einander in irrationalen oder transcendenten Beziehungen. Nur 
die Beschleunung folgt einem einfachen Gesetz. Sie ist stets 
der Dehnung s der Feder proportional 

471« 
ff:^^—.S. 

Der Proportionalitätsfaktor ist durch den Mechanismus 
völlig bestimmt, von der Amplitude der Schwingungen un- 
abhängig. 

11. Die Differentialgleichung 

(a] s == — x^'S, 

worin x eine Konstante ist, hat umgekehrt eine Sinusschwingung 
als Integral, deren Schwingungsdauer 

T = 2n» — 

X 

ist. Nach 7. (a) erfüllt auch die Beschleunung eines Pendel- 
körpers mit Annäherung ein Gesetz von der Form 11. (a), also 
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führt ein Pendel bei kleinen Amplituden mit Annäherung Sinus- 
schwingungen in horizontaler Richtung aus^ deren Schwingungs- 
dauer 

(b) ^-2.|/I 

ist Berücksichtigt man aber die genauere Form der Gleichung 7 . (a) 
so ergibt sich eine Abhängigkeit der Schwingungsdauer von 
der Amplitude a. Eine fiir die meisten Zwecke hinreichende 
Annäherung wird durch die etwas genauere Formel 

gegeben. Wir konstatieren z. B. wieder, daß ein Fadenpendel 
von 96,5 cm Länge 50 Schwingungen von sehr geringer Ampli- 
tude in 99,6 Sekunden ausführt, hingegen 50 Schwingungen, 
deren Bogenlänge a = 49 cm ist, in 101,1 Sekunden, was mit 
obiger Formel gut übereinstimmt. 

12« Die Schwerebeschleunung ff^ läßt sich, wie wir nun 
einsehen, viel bequemer und also genauer durch Beobachtung 
eines Fadenpendels als eines ireien Falles bestimmen. Man 
braucht nur die Länge und die Schwingungsdauer des Pendels 
auszumessen und erhält nach 11. (b) 

471« , 

Die Messung der Pendellänge läßt sich freilich nur ungenau 
durchführen. Als Ort des kleinen kugelförmigen Pendelkörpers 
kann (nicht ohne Fehler) sein Mittelpunkt angesehen werden. 
Von größerem Einfluß auf das Messungsresultat ist der Um- 
stand, daß der Mittelpunkt der Kreisbahn des Pendels wegen 
der Fadensteifheit um ein beträchtliches Stück unter dem Auf- 
hängepunkt liegt. Man wird die Pendellänge also immer etwas 
zu groß annehmen und einen zu hohen Wert der Schwere- 
beschleunung erhalten. Doch läßt sich diese Methode, wie 
weiter unten ausgeführt werden wird, bedeutend verfeinem. 
Der richtige Wert der Schwerebeschleunung ist 

ff^ =z 981 cm/sec^. 
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Yektorisehe Summe und Flnxion* 

18. Die Geometrie beruht auf Naturbeobachtung, und 
besonders die physikalischen Beobachtungen haben auf viele 
eigenartige geometrische Beziehungen aufinerksam gemacht, 
und die Lösung der neu entstandenen geometrischen Probleme 
vorbereitet. Auch zu dem Zusammenwirken der höheren 
Algebra mit der Geometrie haben mehrfach physikalische Pro- 
bleme den Anstoß gegeben. So entstanden Denkvorschriffcen, 
welche den algebraischen Rechenregeln nachgebildet sind und 
deren Bichtigkeit algebraisch erwiesen wird, und welche doch 
geometrische Schlüsse vermitteln, ja sogar ein erstaunlich 
ökonomisches geometrisches Denken ermöglichen. Diese geo- 
metrische Rechenkunst heißt Vektor analysis, eine kanonische 
Form derselben ist die analytische Geometrie. Die allgemeine 
Form der Vektoranalysis rührt von Grassmann und 
Hamilton her. 

Es handelt sich vor allem darum, direkt mit jenen geo- 
metrischen Begriffen zu rechnen , welche physikalische 
Realität haben, d. h. direkt meßbar sind, und durch einfachste 
Naturgesetze zusammenhängen, und nicht mit allgemeineren 
oder weniger allgemeinen analytischen Begriffen. 

14. Es gibt folgende physikalisch wichtige analytische 
Grundgebilde: 

1. Die benannte Zahl oder der Skalar. 

2. Der Vektor. Dieser ist durch drei Zahlen bestimmt. 
Er kann unter dem Bilde eines Punktes (Anfangspunkt) und 
einer von demselben ausgehenden gerichteten Strecke, oder 
eines durch den Anfangspunkt gehenden, beliebig begrenzten 
ebenen Flächenstückes oder endlich unter dem Bilde einer 
unbegrenzten, nicht durch den Anfangspunkt gehenden Ebene 
vorgestellt werden. 

3. Die Dyade. Diese ist durch neun Zahlen oder drei 
Vektoren bestimmt. Man kann sich dieselbe unter dem Bilde 
einer Fläche zweiter Ordnung, deren Mittelpunkt der Anfangs- 
punkt ist, vorstellen. 

4. Die Triade. Diese ist durch 27 Zahlen oder neun 
Vektoren oder drei Dyaden bestimmt. 
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Von höheren Gebilden sind besonders die symmetrischen 
Tetraden für die Erscheinungen in kristallischen Medien wichtig, 
welche Medien wir aber nicht betrachten werden. 

15. Einen Vektor bezeichnen wir durch einen deutschen 
Buchstaben. Der gleiche lateinische Buchstabe bezeichnet die 
Größe des Vektors ohne Rücksicht auf seine Richtung. 

Dyaden bezeichnen wir mit großen griechischen Buchstaben. 

16. Haben zwei Vektoren a und i 
gleiche Größe, aber verschiedene Richtung 
(Fig. 4), so bezeichnen wir dies durch 

a = h. 

Haben sie gleiche Richtung und gleiche 
Größe, so nennen wir sie vektorisch 
gleich und bezeichnen dies durch 

Die Ziffer 3 über dem Gleichheitszeichen Fig. 4. 

bedeutet, daß es sich hier um die Gleich- 
heit von drei Bestimmungsstücken handelt, oder daß wir die 
vektorische Gleichung durch drei algebraische ersetzen können. 
Für das Lesen vektorischer Gleichungen sind diese Ziffern 
sehr forderlich, bei nicht für den Druck bestimmten, rasch 
durchgeführten Rechnungen wird man sie aber meist weglassen. 

Bezeichnen wir z. B. die Größen der Projektionen eines 
Vektors a auf die Koordinaten mit a^ a a^, so ist obige 
vektorische Gleichung äquivalent mit 

X X ' y y^ » » 

Eine vektorische Rechenregel führt auf identische 
algebraische Gleichungen, wodurch ihre Richtigkeit erwiesen 
werden kann. 

Die Parallelität ungleich großer Vektoren können wir be- 
zeichnen durch 

a^kh oder | =1= i, 

k 

worin k eine unbekannte oder beliebige Zahl darstellt Diese 
Gleichung ist äquivalent den zwei algebraischen Gleichungen 

ttx cty a, 

hx by h. 
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Wird Ä = — 1 angenommen^ so sind die Vektoren gleich 
und entgegengesetzt gerichtet 

17. Man nennt einen geradlinigen Weg H, welcher von 
demselben Ausgangspunkt (Fig. 5) zu demselben Endpunkt 2 




Fig. 5. 



führt wie zwei eine gebrochene Linie bildende Wege Hj und t>2> 
die vektorische Summe derselben und bezeichnet dies durch 

t> =^ Öj + 02 . 

Addiert iaan in dieser Weise zu dem Vektor H^ den 
Vektor — 1>2 * ®^ erhält man als dritte Seite des Dreiecks die 
vektorische Differenz (Fig. 6) 



i' s 



H' i t>^ - H 



2 • 



y / 




Fig. 7. 



Fig. 8. 



Von den beiden Diagonalen eines Parallelogrammes, dessen 
Seiten die Vektoren tij und tig bilden, ist die eine die Summe, 
die andere die Differenz der beiden Vektoren (Figg. 7 und 8). 



Vektorische Summe und Fluxion. 
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18. Jeder Vektor ist die vektorische Summe seiner ana- 
lytischen Komponenten 

Mit i|( bezeichnen wir drei aufeinander senkrecht ge- 
gebene Vektoren, welche sämtlich die Größe 1 haben und die 
Koordinatenrichtungen xyz definieren. 

Projiziert man das Vektorendreieck auf die Koordinaten- 
richtungen, so erkennt man, daß die Komponenten der vek- 
torischen Summe zweier Vektoren gleich der algebraischen 
Summe der Komponenten der Vektoren sind. Wenn 



so ist: 



t> =1= H' + n", 

r^ = t?; + «;', Vy=^Vy + Vyy v^ = t?; + »;'. 



% 


*. 


c« 


% 


*, 


s 


«. 


*. 


«. 



19. Die Gleichung 

a + A:ii + A,c = 0, 

worin k^ und k^ beliebige Zahlen sind, ist äquivalent der 
algebraischen Gleichung: 



= 



und bedeutet, daß die drei Vektoren a, i und c derselben 
Ebene parallel (koplanar) sind. 

20. Man ersieht leicht auf synthetischem Wege oder kann 
analytisch erweisen , daß alle al- 
gebraischen Rechenregeln sich 
auf Summen und Difi'erenzen zweier 
oder mehrerer Vektoren anwenden 
lassen. 

Man kann den geraden Weg 12 
(Fig. 9) als die Differenz der Vek- 
toren tij ^^^ ^1 ansehen, welche 
von einem beliebigen Nullpunkt 
zu den Endpunkten desselben 
gehen. Oder auch als die Summe 
aller Elemente H' einer gebrochenen Fi^. 9. 







14 



Bewegung starrer Körper in Luft. 



Linie^ welche von 1 nach 2 führt, doch müssen alle Vektoren t>', 
als im gleichen Fortlaufssinne gerichtet angenommen werden 

21* Vektorische Integration, Wir können einen krummen 
Linienzug als zusammengesetzt aus kleinen Vektoren d^ be- 
trachten^ deren Richtungen in 
gleichem Fortlaufssinne längs der 
Kurve gezählt werden. Die Summe 
dieser unendlich vielen, unendlich 
kleinen Vektoren ist gleich dem 
Vektor {^^ — ijj), der vom Anfangs- 
punkte 1 zum Endpunkte 2 der 
Kurve geht (Fig. 10). 

2 
Fig. 10. J^^ = ^2-^1- 




*^-4. 



Die Summe aller in gleichem Umlaufssinne gerichteten 
Elemente du einer geschlossenen Linie n ist also Null 



/ 



rfit^O. 



22. Die Fluxion eines Vektors. Zur Vorbereitung für den 
nächsten Teil der Bewegungslehre betrachten wir die zeitlichen 
Veränderungen eines Vektors (Fig. 11). Halten wir den Anfangs- 
punkt des Vektors fest und läuft der Pfeil a desselben mit gleich- 

^^- förmiger Geschwindheit längs einer 
g^»^?)^^--'^ beliebig gerichteten geraden Linie, 

so nennt man den Vektor gleich- 
förmig veränderlich, Ist der Pfeil 
zur Zeit tina und zur Zeit ^ in a', 
lg' so ist die Strecke aa die Ände- 

^ I / rung des Vektors, d. i. die Diffe- 

renz [^ — S) und man nennt den 
proportionalen Vektor: 




0=1= 



«'- « 



Fig. 11. 



die Fluxion des Vektors ij. Diese 
ist also die Geschwindheit des Pfeiles dieses Vektors, wenn 
letzterer als Strecke dargestellt wird. 



Vektorische Summe und Fluxion. 
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Bewegt sich der Pfeil, wie dies bei allgemeiner Ver- 
änderlichkeit des Vektors eintritt, mit ungleichförmiger Ge- 
schwindheit längs einer krummen Linie, so ist doch die 
Veränderung d^ des Vektors während jeder kurzen Zeit dt 



als eine gleichförmige zu 

betrachten (Fig. 12). Der 

Vektor. 

d9 



dh^— 



t)^ 



dt 



hat einen bestimmten end- 
lichen Grenzwert und eine 
bestimmte Grenzrichtung. 
Er ist die Geschwind- 
heit des Pfeiles des Vek- 
tors d und heißt die Fluxion 
dieses Vektors 




Fig. 12. 



Es ist also auch die Geschwindheit ti eines bewegten 
kleinen Körpers die yektorische Fluxion des Radiusvektors d, 
welcher yon einem beliebigen festen Nullpunkt gegen den 
Körper reicht. 

23. Aus der analytischen Darstellung der vektorischen 
Summen und Differenzen folgt sofort, daß die Komponenten 
der Fluxion eines Vektors gleich den Fluxionen der Kom- 
ponenten desselben sind: 



X X ' 



y y* 



««='^- 



24. Die Fluxion der Summe zweier Vektoren ist gleich 
der Summe der Fluxionen dieser Vektoren: 

eine Identität, welche sich leicht analytisch darstellen läßt 
und deren synthetischer Beweis auch nicht sehr kompliziert ist. 
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2. Die vektorisohe Flnxion der Oesohwindheit 

25« Der Sieg der Galileischen Bewegungstheorie wurde 
erst vollständig durch ihre Erfolge in der Theorie der Planeten- 
hewegung. Die gleichförmige Bewegung der Planeten im 
Kreise stellt offenbar ebenfalls einen einfachsten Typus der 
BewegungsYorgänge dar^ welcher aber zunächst außerhalb des 
von der Galileischen Theorie beherrschten Gebietes zu liegen 
schien, bis Christian Huyghens (1670) zeigte, daß auch die 
gleichförmige Bewegung im Kreise als eine gleichförmig 
beschleunte Bewegung aufzufassen ist. Freilich erfordert 
dies eine tiefgreifende Änderung der Definition der Be- 
schleunung. 

Die Änderung der Richtung einer Geschwindheit tritt 
oft unter ganz ähnlichen Bedingungen und anstatt einer 
Änderung der Größe der Geschwindheit ein. Man kann all- 
gemeine Gesetze für krummlinige Bewegungen nur aufstellen, 
wenn man diese beiden Änderungen als äquivalent betrachtet. 

Der Begriff Beschleunung hat 
x*^^ nur dann umfassende Wichtig- 
keit, wenn man auch eine Ände- 
rung der Richtung einer ihre 
^^^ Größe bewahrenden Geschwind- 

j heit als eine Beschleunung 

Ih bezeichnet. Dieser Name ist 

dem neuen Begriffe so schlecht 
angepaßt, daß seine Anwendung 
zu scheinbar paradoxen Sätzen 
führt, doch ist derselbe all- 
gemein eingeführt. 

26. Jener Vektor, welcher 
bei allen Bewegungsvorgängen 
durch direkte Gesetze bestimmt 
ist und welchen man seit 
Huyghens als die Be- 
schleunung des bewegten Körpers bezeichnet, ist die vek- 
torische Fluxion der Geschwindheit desselben. 

Stellen wir die Geschwindheit des betrachteten Körpers 
zur Zeit t durch die Strecke 1 (Fig. 13) und zur Zeit (< + dt\ 




Fig. 13. 



Die yektorische Floxiou der Geschwindheit. 
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durch 2 dar, so ist der kleine Vektor 1 2 die vektorische 
Änderang rfn der Geschwindheit, und der Vektor 



S 



dt 



oder g = 6 



wird die Beschleunung des bewegten Körpers genannt. Er 
wird durch die Geschwindheit dargestellt, mit welcher sich der 
Pfeil der Strecke H in dem Diagramm Fig. 13 bewegt 

27. Die algebraische Fluxion der Größe der Geschwind- 
heit, welche ursprünglich als Beschleunung bezeichnet wurde, 
heibt heute die Beschleunung in der Bahn und hat nicht 
das geringste theoretische Interesse. Sie bestimmt sich durch 

r = 5rcos(^,t?) 

als die Projektion der vektorischen Fluxion g der Geschwind- 
heit auf die Bahnrichtung. 

28. Die Ebene des Vektorendreiecks t>, (t> 4- rf ö) und g 
ist die Schmiegungsebene der Bahn des Körpers in dem 
betrachteten Punkte derselben. Es liegt also die Geschwindheit H, 
die Beschleunung g und der Krümmungsradius der räum« 
lieh gekrümmten Bahn stets in einer Ebene. 

29« Bei den geradlinigen Bewegungen hat die Beschleunung 
sowohl als die Geschwindheit dieselbe konstante Bichtung und 
es ist die vektorische 
Beschleunung gleich ^ 
der Beschleunung in 
der Bahn: 

dv 
ff^dt' 

Auch als eine 
einfache Bewegungs- 
form ist nach Huy- 
ghens eine krumm- 
linige Bewegung an- Fig. 14. 
zusehen, deren Ge- 
schwindheit konstante Größe bewahrt. Fig. 14 stellt die beiden 
Vektorendreiecke dar, welche die Definition der Geschwindheit 
und Beschleunung illustrieren. Die erstere ist nach § 22 die 
Fluxion des Radiusvektor, welcher von einem beliebigen festen 

J a u m a n n , Bewegungslehre. 2 
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Punkt gegen den bewegten Körper a reicht Als solchen wählen 
wir den momentanen Erümmungsmittelpunkt 0. Der Radius- 
vektor ist also während des nächsten kleinen Zeitelementes 
der Krümmungsradius x der Bahn und die Vektorendreiecke 
stellen die Definitionen: 

(a) ti « t und ß = fi 

dar. Da sowohl x als H ihre Größe bewahren, steht die Be- 
schleunung auf der Q-eschwindheit und diese auf dem Radius 
immer senkrecht. Dieselbe geometrische Operation, welche 
ti aus X ableitet, ergibt auch g aus ti. Es ist also g um zwei 
rechte Winkel gegen x verdreht und hat sonach die genau 
entgegengesetzte Richtung. Endlich folgt aus der Gleich- 
heit dieser Operationen (aus der Ähnlichkeit der Vektoren- 
dreiecke) die algebraische Beziehung: 



9_ 

V 



V 

r 



30. Bie Kreisbewegung, Bei der gleichförmigen Bewegung 
im Kreise hat der Radius und also die Beschleunung konstante 
Größe, sie ist immer gegen den Mittelpunkt gerichtet und heißt 
Zentralbeschleunung. Die Definitionsgleichungen der Ge- 
schwindheit und Beschleunung nehmen die Form an 



V = 



27rr 



und 



v^ 






4n^ 



worin r die ümlaufszeit ist. 






31. Wir können an 
jedem beliebigen speziellen 
Bewegungsfalle die Vor- 
teile der Huyghensschen 
Beschleunungstheorie er- 
weisen. 

Ein Körper a kann 
sich längs des horizontalen 
Stabes ao (Fig. 15) ver- 
schieben. Seine Entfernung 
von dem beliebigenPunkte 
des Stabes werde mit r bezeichnet. Er ist mit dem Punkte b 
durch eine elastische Feder verbunden, und in der Ruhelage 
sei r = Vq. Schwingt der Körper in der Richtung des Stabes 



Fig. 15. 
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mit der Schwingungsdauer r, so zeigt derselbe nach 
§10 eine Beschleunung 

welche sich als Änderung der Größe der stets gleichgerichteten 
Geschwindheit zu erkennen gibt. 

Lassen wir hingegen den Stab um eine vertikale durch o 
gehende Achse gleichmäßig mit der ümlaufszeit r^ rotieren, 
so stellt sich der Körper in den Badius r^ dauernd ein. Die 
Feder ist während der Rotation gespannt und der Körper zeigt 
zwar keine Beschleunung in der Bahn, wohl aber eine Zentral- 
beschleunung ^^, welche sich als Änderung der Richtung 
der gleichförmigen Geschwindheit zu erkennen gibt und welche 
wieder die Richtung der gespannten Feder hat. 

Wir stellen durch Messung der ümlaufszeit t^ mittels 
eines Tourenzählers, der Schwingungszeit r und des Radius r^ 
fest, daß 

^1 = ^0 (^f^j • 

Die Dehnung der Feder wächst also sehr rasch, wenn die 
Umlaufszeit abnimmt, und würde den Grenzwert oo erreichen, 
wenn die ümlaufszeit r^ ebenso klein als die Schwingungs- 
dauer r würde. Nach Huyghens ist nun 

471* 471*, . 

91=- Vj-^i = - ^(^i-^'o)- 

Die Zentralbeschleunung g^ ist also während der 
Rotation durch dasselbe Gesetz als Funktion der Dehnung 
(^1 "~ ' o) ^®^ Feder bestimmt als die Galilei sehe Be- 
schleunung g der geradUnigen Schwingung. 

33. Zweites Beispiel: Bei dem schiefen Wurfe ist die 
vektorische Fluxion g der Geschwindheit stets nach abwärts 
gerichtet und der Beschleunung g^, des freien Falles gleich. 
Stellen wir die Geschwindheit durch eine von dem festen 
Punkte a ausgehende Strecke dar, so durchläuft der Pfeil 
derselben mit der konstanten Geschwindheit g^, eine lotrechte 
Gerade nach abwärts (Fig. 16). Wir haben hiermit die 
Gleichung 

9 = 6 

2* 
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unter Einfuhrung des bekannten Wertes der Beschleunung 
integriert^ und es ist uns nun die Geschwindheit als Funktion 
der Zeit bekannt. Sie ist anfangs nach aufwärts gerichtet, dreht 
sich immer mehr in die Horizontale^ wobei sie immer kleiner 
wird. Zu jener Zeit, zu welcher der Körper den höchsten 
Punkt seiner Bahn erreicht hat, also die Geschwindheit hori- 
zontal ist, hat sie ihren kleinsten Wert. Dann dreht sie sich 
weiter nach abwärts und wird wieder größer. Die Relativ- 
bewegung gegen einen Punkt, der sich mit der Minimai- 
geschwindheit in horizontaler Richtung bewegt, ist gleich einer 
lotrechten Wurfbewegung. Hiemach läßt sich die (parabolische] 
Wurfbahn konstruieren. 





Fig. 16. 



Fig. 17. 



33. Ist die Beschleunung g einer beliebigen Bewegung als 
Funktion der Zeit durch direkte Gesetze gegeben, so können 
wir wie in dem eben behandelten einfachen Falle den Pfeil 
der Geschwindheit ti mit der gegebenen variablen Geschwind- 
heit g bewegt denken, so daß er in dem Diagramm (Fig. 17) 
die Bahn b^bU beschreibt. Wenn der Vektor ab^ die An- 
fangsgeschwindheit darstellt, so stellt der Vektor ab jederzeit 
die gesuchte Geschwindheit des Körpers dar. Hiermit ist die 
Definitionsgleichung 

9 = 6 
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integriert Die DefiDitionsgleichung 

wird in derselben Weise integriert (Fig. 18), wodurch man für 
jede Zeit den Ort ^ des bewegten Körpers a, d. h. den von 
einem beliebigen festen Punkte o bis zu dem Körper reichen- 
den Vektor d, und damit die Bahn desselben erhält 




Fig. 18. 

Diese Rechnungen werden wesentlich erleichtert durch 
die Verwendung der vektoranalytischen Multiplikationen. 

Die skalaren und rotoris^hen Produkte zweier Tektoren. 

34. Grassmann bezeichnet den Skalar S als das innere 
oder skalare Produkt der Vektoren a und i durch das 
Symbol: 

wenn 8 das algebraische Produkt der Größe des einen Vektors 

und der Größe der Projektion des anderen Vektors auf den 

erstgenannten ist. 

S = ab cos (a, ö) . 

Dieses geometrische Gebilde hat eine große Wichtigkeit, 
da es in den meisten vektorischen Beziehungen erscheint 

Das skalare Produkt zweier aufeinander senkrechter Vek- 
toren ist Null. Das skalare Produkt gleichgerichteter Vek- 
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toren ist gleich dem algebraischen Produkte ihrer Größen. 
Insbesondere ist 



d. h. das skalare Produkt eines Vektors mit sich selbst ist 
gleich dem Quadrate der Größe desselben. 

35. Die analytische Form, in welcher sich das skalare 
Produkt S durch die Komponenten der Faktoren darstellen 
läßt, kann leicht abgeleitet werden und ist für alle analytischen 
ßechnungen von großer Bedeutung. Es ist: 

36. Es liegt nahe, eine begrenzte ebene Fläche durch einen 
Vektor darzustellen, welcher die Normalrichtung hat Grass- 
manu bezeichnet den Vektor t) als das äußere, vektorische 
oder rotorische Produkt der Vektoren a und b durch das 
Symbol 

B = ax6, 

wenn ti senkrecht zu der Ebene der Faktoren a nnd li ge- 
richtet ist und die Größe 

V = a i sin (a , £] 

des Flächeninhaltes des Parallelogrammes hat, welches man 
aus den beiden Vektoren bilden kann. Es muß aber noch der 
Sinn des Vektors ti willkürlich festgelegt werden. Blickt man in 
a der Richtung des Vektors C, so soll 

der erste B'aktor a des Produktes 
durch eine Drehung im Uhrzeiger- 
sinne um weniger als 180* in die 
Bichtung des zweiten Faktors b 
b gedreht werden können (Fig. 19). 
Das rotorische Produkt gleich- 
gerichteter Vektoren ist Null 
Pig- 19. axka^ 0. 

37. Die Projektionen der Bräche eines Parallelogrammes 
auf die Koordinatenebenen werden bekanstlich durch Deter- 
minanten zweiter Ordnung ausgedrückt, welche aus den Kom- 
ponenten der Seiten a und ü des Ffirallelogrammes gebildet 
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sind. Hieraus ei^ibt sich leicht der analytiBche Wert der 
Eomponenten v^v v^ des rotorischeu Produktes b. Es ist: 



Auch diese Formen sind für alle analytischen Rechnungen 
TOB Wichtigkeit 

Die Werte 37. (a) ändern sämtlich 
ihr Vorzeichen, wenn man eine der 
Koordinatenrichtungeo in umgekehrtem 
Sinne zählt. Sie wurden angegeben 
uDter Zugrundelegung des franzö- 
sischen EoordinatenBjstems (Fig. 20), 
welches wir toe nun an beibehalten 

°^"^^®^- Pig. 20. 

38. Die Skalaren und rotoriechen 

Produkte von vektorischen Summen können nach den ^ge- 
braischen Distributionsregeln gebildet werden. Es ist: 

k{a + b) ^ka +ki, 
(tt + i)-t = tt-t + li'C, 
{a + ii]xc = axc + bxc. 

Die erste Gleichung sagt die Proportionalität der Seiten 
ähnlicher Dreiecke aus, die zweite sagt aus, daß die Summe 
der Projektionen der Seiten eines Dreiecks auf eine beliebige 
Strecke c Null ist, die dritte Gleichung besagt, daß die vek- 
torische Summe der Seitenflächen eines schiefen Prismas 
Null ist. 

39. Die Eommutation der Faktoren dieser Produkte ist 
gestattet, doch ändert hierbei das rotorische Produkt seiner 
Definition nach das Yorzeicben. Es ist 

a -i = Ü ■ a, 
iixi=i= — Jxa, 
Also zum Beispiel 

a.(ixc)^ _Q.[cy6) =k(bxc).a. 
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40. Die Andenmg der Assoziation der Faktoren eines 
Produktes dreier Vektoren ist immer möglich, doch ändert sich 
hierbei die Multiplikationsart. Wir betrachten zunächst solche 
Fälle, in welchen ausschließlich Grassmannsche Produkte 
auftreten. 

Das dreifache Produkt 
(a) a-(J X c) ^ (ax J).c 

gestattet die Assoziationsänderung, wobei aber auch die skalare 
und rotorische Multiplikation vertauscht wird. 

unter Zuziehung der Eommutationsregel erhält man 

a«i X c = c-ax i = J.cx a. 

Dieses Tripelprodukt gestattet also die zyklische Ve - 
tauschung der Faktoren. Alle Produkte einer ungeraden An- 
zahl von Vektoren ändern das Vorzeichen, wenn sämtliche 
Vektoren das Vorzeichen ändern. Dieses Tripelprodukt stellt 
das positiv oder negativ genommene Volum des Spates dar, 
dessen Kanten die drei Vektoren sind. 

41. Eine zweite sehr wichtige Assoziationsregel ist: 

(a) ax(6 X c) = J(c-a) — c(d-J). 

Das doppelt rotorische Tripelprodukt läßt sich also in 
die Differenz zweier Tripelprodukte geänderter Assoziation, 
aber auch Multiplikationsart zerlegen. Die Richtigkeit dieser 
Regel erhellt aus ihrer analytischen Form. 

Hieraus folgt die Rechenregel 

a X J . c X b = (a • c) (6 • b) — (a • b) (i • c) = a • J X (c X b) 

und femer 

(b) a X (b X c) + i X (c X a) + c X (a X b) 1= . 

Man kann einen Vektor a in folgender Weise als Summe 
dreier den Vektoren J, c, b paralleler Vektoren darstellen 

W Ä = -r r- b 4 r ^ C + -t—t . 

^ ^ 6-cxb 'c«bx6 b-6xc 

42. Vektorische Division. Als reziprokalen Vektor von b 
bezeichnen wir den Vektor 

ah' 
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worin a ein beliebiger Vektor ist Als reziproken Vektor 
von b bezeichnet man einen Vektor, welcher dieselbe Richtung 
wie der Vektor h, aber dessen reziproke Größe hat, durch 
das Zeichen 



Die Projektion irgend eines Reziprokalen von i auf 16 
gibt den Reziproken von i. 

Es ist 

|.|p^l und -?L.J4=1, 

i-x 6=1=0 und -?jx|p^tg(al>), 
1 , J& .. 

-Z- — T¥ U. S. I. 

48. Mit Hilfe dieser reziproken Vektoren können wir die 
Aufgabe lösen, aus einem gegebenen skalaren oder rotorischen 
Produkte und einem Faktor x den anderen to zu finden. 

Wenn 

und X bekannt ist, so muß ki auf x jedenfalls senkrecht stehen. 
Zwei Bestimmungsstücke des Produktes ki können aber unab- 
hängig von X gegeben sein. Wir haben hier über das Gleichheits- 
zeichen die Ziffer 2 gesetzt, weil diese Gleichung zur Be- 
stimmung des unbekannten Faktors to nur zwei Bestimmungs- 
stücke liefert. Sie läßt sich durch drei lineare algebraische 
Gleichungen ersetzen, deren Determinante aber verschwindet. 

Eüne spezielle Lösung ist: 

r 

Ein zu X paralleler sonst beliebiger Vektor x' wird durch 
die Gleichung 

. x'^kXy 

worin k nicht bekannt ist, seiner Richtung nach bestimmt. 

Da nun 

tx(At)=i=Ä;(rxr)=i=0 
ist, so ist auch 

(tti + t') X r = ti , 
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also ist die zu t parallele Komponente des gesuchten Quo- 
tienten to unbestimmt. Es ist allgemein 

(a) to = — xH+Ar, 

worin k eine beliebige Zahl ist 

Wenn femer ein skalares Produkt S imd einer der Fak- 
toren X gegeben ist 

Iti« t = S , 

so ist eine spezielle Lösung 

Es ist jedoch nur ein Bestimmungsstück für den ge- 
suchten Quotienten to gegeben. 

Ein zu r senkrechter sonst beliebiger Vektor t" wird durch 

r' ^ f X r 

definiert, worin f ein beliebiger Vektor ist. 

Da nun 

r-f X t =^ f .txr = • 
ist, so ist auch 

also bleibt die zu x senkrechte Komponente des Quotienten lo 
unbestimmt. Es ist allgemein 

(b) to^yÄ + fxt. 

Wenn aber sowohl das rotorische als das skalare Produkt 
des Vektors lo mit dem gegebenen Vektor x bekannt ist, so 
ist der Quotient lo völlig bestimmt 

Wenn 

und 

tti X r = t>, 

so ist 

r r 

Hiermit ist die Möglichkeit der vektorischen Division 
nachgewiesen. Freilich kann man aus dem skalaren Produkte S 
und dem Divisor x nicht den Quotienten lo finden, weil dieser 
ein Vektor ist und nicht durch ein Bestimmungsstück gegeben 
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sein kann. Man kann aber auch nicht aus dem rotorischen 
Produkt ti und dem Divisor x den Quotienten ti finden, weil ki 
und X niemals unabhängig voneinander gegeben sein können, 
sondern aufeinander senkrecht stehen müssen. Die vektorische 
Division besteht in der Lösung der Aufgabe, einen Faktor zu 
finden, wenn beide Produkte und der andere Faktor ge- 
geben sind. 

44. Zur Kontrolle der Richtigkeit obiger Division ver- 
wende man folgende auch sonst sehr nützliche Beziehungen. 

Die Projektion eines Vektors to auf eine zu dem Vektor x 
parallele Richtung hat den vektorischen Wert: 



|(tti.i)=i=t(w.-f) 



Die Projektion von to auf eine zu x senkrechte Ebene 
hat den Wert 



— X (iti X t) =1= r X f iti X — j 



Der Vektor lo ist die Summe dieser Projektionen: 

to = y(ttl*t) + yx(ltlxt). 

46. Die Gleichung 

to • t = m' • t 

bedeutet, daß die Projektionen von lo und m' auf eine zu x 
parallele Richtung gleich groß sind. 
Die Gleichung 

bedeutet, daß die Projektionen von to und to' auf eine zu x 
senkrechte Ebene gleich und gleichgerichtet sind. 

46. Es gibt eine aligemeiner verwendbare Form, die vek- 
torische Division auszuführen, indem man die reziprokalen 
statt der reziproken Vektoren verwendet 

Wenn in der Gleichung 

(a) kti X t = n 

kl und X so gegeben sind, daß sie aufeinander senkrecht stehen, 
so kann man den Quotienten to auch in der Form 

(b) tt^^A^^ 
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darstellen. Der Vektor a, der hier im Zähler und Nenner 
eingeschoben ist, ist ganz willkürlich. Je nach seiner Wahl 
bestimmt sich aber m, doch jedenfalls so, daß die Gleichung (a) 
erfüllt ist. Da zur Bestimmung von to nur eine Angabe fehlt, 
so hat nur ein Bestimmungsstück von a Bedeutung, und zwar 
die Angabe einer zu a und ki parallelen Ebene, auf welcher 
dann to senkrecht steht 
Aus der Gleichung 
(c) tti.r^Ä 

bestimmt sich to durch den Quotienten: 

(d) »-;rT*. 

worin der Vektor a willkürlich ist. Je nach der Wahl der 
Richtung desselben bestimmt sich ko, jedoch stets so, daß die 
Gleichung (c) erfüllt ist. 

Die dyadisehen Produkte. 

47. Hamilton und Gibbs lehrten ein geometrisches Ge- 
bilde kennen, welches den Grassmannschen Produkten ver- 
wandt ist, da es sich assoziativ und distributiv wie ein Produkt 
zweier Vektoren verhält. 

Dieses dritte Produkt zweier Vektoren a und h bezeichnen 
wir durch 

und nennen es eine skalare oder lineare Dyade. Es ist aber 
noch ein viertes ganz gleich wichtiges Produkt zweier Vektoren 
angebbar, welches wir mit 

bezeichnen und eine rotorische oder planare Dyade nennen. 
Die meisten Rechenregeln gelten für die skalaren und 
rotorischen Dyaden in ganz gleicher Weise. Wir bezeichnen 
deshalb mit 

ayb^A 

eine Dyade, von welcher wir es unentschieden lassen, ob sie 
skalar oder rotorisch ist. 

Die Dyaden haben eine ebenso große geometrische und 
physikalische Bedeutung wie die Grassmannschen Produkte, 
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sind ebenso reale, ihrer Größe, Form und Lage nach vor- 
stellbare Gebilde. Keineswegs sind sie, wie Gibbs glaubt, 
nur symbolische analytische Operatoren. Eine Dyade ist ge- 
geben durch fünf Bestimmungsstücke, und zwar durch die 
Richtungen der beiden Vektoren a und h und durch das Pro- 
dukt ihrer Größen. Die Größe der einzelnen Vektoren ist hier 
wie bei den Grassmannschen Produkten gleichgültig. 

48. Die Dyaden treten in vektorischen Tripelprodukten 
bei Assoziationsänderung auf. 

Das skalare Tripelprodukt erlaubt die Faktoren anders 
zu assoziieren ohne daß andere als die Grassmannschen 
Produkte auftreten: 

(a X J).t ^ a*(6 X r) =^ i-(t x a). 

Die vektorischen Tripelprodukte a(li«t) und ax(]6xt] 
gestatten ebenfalls beliebige Ässoziationsänderungen, aber es 
treten dabei die dyadischen Produkte auf. 

Das Produkt einer Dyade A mit einem Vektor t ist also 
ein vektorisches Tripelprodukt, d. h. ein Vektor ti. Es 
empfiehlt sich wegen mehrerer Analogien dieses Produkt ein 
inneres Produkt zu nennen: 

ti = A^x. 

Der Vektor H wird in folgender Weise gefunden: Der 
äußere Vektor a der Dyade gibt die Richtung von ti, der 
innere Vektor h der Dyade verschmilzt zu einem Grass- 
mannschen Produkt Es ist: 

^••t ^(a; V).x^a{b'X), 
jr.i =1= (ax b).t = a x(J xr). 

Hingegen ist nach derselben Definition: 

r.^'^t.(a; J)=^(t.a)B, 

y . ^»^ = r • (a x b) =1= (t X a) X J . 

Es ist aber nach der Hegel 41. (a) und (b) 

r.^*-^*.r^ (axJ)xt=i=^^t-t.^^ 
x^Ä^A'^x^ -{a.b)r ^ A'^x-x-A\ 
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49. Das Produkt einer Dyade mit einem Skalar s erhält 
man, indem man die Größe der Dyade oder eines ihrer Vek- 
toren «-fach nimmt 

sA =^ sa,h ^ a,si. 

Als äußeres Produkt einer Dyade mit einem Vektor x 
bezeichnet man eine Dyade von gleichem, äußerem Vektor, 
während der innere Vektor der Dyade rotorisch mit t mul- 
tipliziert wird 

Ax X =a,(ixt), 

r X ^ = (r X a) , i . 

Als äußeres Produkt zweier Dyaden bezeichnet man eine 
in analoger Weise gebildete Triade. 

60« Das innere Produkt zweier Dyaden (siehe § 62) und 
die Summe zweier Dyaden (siehe § 54) sind nicht not- 
wendig lineare oder planare Dyaden. Diese stellen kein voll- 
ständiges geometrisches Gebilde, sondern nur einen Spezialfall, 
eine Komponente eines höheren Gebildes vor, der kom- 
pletten Dyade, welche wir im folgenden kurzweg Dyade 
nennen werden. 

61. Jede „Summe" beliebig vieler skalarer Dyaden nennen 
wir eine komplette skalare Dyade 0*. Dieselbe läßt sich 
immer zurückführen auf oder vielmehr zerlegen in die Summe 
dreier skalarer linearer Dyaden; wir beweisen dies in § 54 

Jede Summe beliebig vieler rotorischer Dyaden läßt 
sich auf drei solche zurückführen und heißt eine komplette 
rotorische Dyade <ly 

(lr:Laxh + c^ b4-exf, 

Die Antezedenten a, c und e oder aber die Kon- 
sequenten 6bf können sogar ganz willkürlich gewählt werden. 
Das andere Vektorentripel bestimmt dann die Dyade. Eine 
Dyade ist also durch drei Vektoren oder neun Zahlen be- 
stimmt Man kann sich dieselbe sonach unter dem Bilde einer 
Fläche zweiter Ordnung vorstellen, welche man eine Quadrik 
der Dyade nennt. Jedenfalls ist eine Dyade kein symbolischer 
Operator, sondern ein selbständiges der Größe, Form und 
Lage nach vollständig vorstellbares geomelrisches Gebilde, 
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welches sehr oft elementare physikalische Bedeutung hat, direkt 
meßbar ist und in wichtigen Fällen durch direkte Naturgesetze 
bestimmt wird. 

Zum Behufs der kürzeren Darstellung der Rechenregeln 
bezeichnen wir wieder mit 

eine komplette Dyade^ welche nach Belieben als skalar oder 
rotorisch angesehen werden kann. 

52. Die Dyaden können in jeder Beziehung den Distri- 
butionsregeln der Multiplikation unterworfen werden. Hierauf 
beruht der Begriff der Summe von Dyaden (siehe § 54). 
Es ist 

<f>. X =i=(a,(i).t + {c,b).t + (e,f).r, 

X. a>=^t.(a,b) + t.(c,b) + f(e,f), 

0x X = (a,J)xt + (c,b)xt + (e,f)xt, 

X X a>-=s= r X (a , b) + t X (c , b) + t X (e, f) . 
Es gilt also nach § 48 
r*a>*~ 0'^t = (cxb + cxb + exf)xt4= 0^t- ?.*% 

0'.?- t-0'^ = (a • b + c • b + e • f) t ^ t-a>*- 0^t. 

53. Man bezeichnet mit 

01^ a«b + c-b + e-f 

beziehungsweise 

a>:^ -2(a-b + c-b + e-f) 

Skalare, welche gegeben sind, wenn die Dyade gegeben ist 
und welche man den ersten Skalar der Dyade 0* beziehungs- 
weise 0^ nennt. 

Der Skalar einer Summe von Dyaden ist gleich der Summe 
der Skalare derselben: 

Man bezeichnet ferner mit 

(K^ axb + cxb + exf 

beziehungsweise 

(K- — cxb — cxb — exf 



(a) 
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Vektoren^ welche eben&Us durch die gegebene Dyade be- 
stimmt (kovariant) sind, und welche man die Rotoren der 
betreffenden Dyaden nennt 

Der Kotor einer Summe von Dyaden ist gleich der Summe 
der Rotoren derselben 

{<P+n= «^r+ br- 
ühige Gleichungen können also in der Form geschrieben 
werden: 

t.O)'- (p'.xd. 01^x4. (p\t^t.(P\ 

64. Die Summe mehrerer kompletten Dyaden ist immer 
eine komplette Dyade. Die Summe von beliebig vielen linearen 
bezw. planaren Dyaden ist eine skalare bezw. rotorische kom- 
plette Dyade. Das Integral unendlich vieler, unendlich kleiner 
linearer bezw. planarer Dyaden ist eine komplette skalare 
bezw. rotorische Dyade 

2«,.,itt,. = a,6 + c,b + e,f. 

i 

Die Antezedenten a c e nehmen wir willkürlich an, zerlegen 
jeden anderen nach 42.(c)in drei Vektoren, welche die Rich- 
tungen att haben 

^ , ti^cxe^ , ttfcxc ^ , jii-axc^ 

n . = a H c i 1 . 

* tt'Cxe t'txa t'üxt 

Dann ergeben sich die Werte ibf wie folgt: 

tt< • c X e 



^ C'C xe *' 
« 

^ C'txa » 

i 

' ^ e»axc » 

i 

65. Zwei Dyaden sind gleich, wenn sie für gleiche Kon- 
sequenten b b f gleiche Antezedenten act haben oder umgekehrt 
und beide skalar bezw. rotorisch sind. 

Zwei Dyaden, deren innere Produkte mit drei nicht 
koplanaren Vektoren gleich sind, sind gleich. 
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56. Die einfachste aller Dyaden ist die Identitätsdyade 
oder Einheitsdyade /. Es ist 

worin i ein beliebig gerichteter Vektor von der Größe 1 
ist. Der Skalar der Einheitsdyade ist nach § 53 gleich 3 

/,^i.i + 2i.i = 3. 

Der Rotor der Einheitsdyade ist Null. 

Die Einheitsdyade hat die Eigenschaft, daß ihr Produkt 
mit einem Vektor oder einer Dyade wieder diesen Vektor oder 
diese Dyade ergibt, ihr Produkt mit einer Zahl a ist die sehr 
einfache und wichtige Proportionalitätsdyade ah 

Beweis: Es ist x gleich der Summe seiner Projektionen 
auf eine zu i parallele Gerade und auf eine zu i senkrechte 
Ebene also nach § 44 

t = i (i • t) — i X (i X r) = /• t , 
und ebenso 

(/x a) • t = (a X i) . t = a X t , 
r«(/x a) = t*(a x /) = t x a. 

Die Einheitsdyade läßt sich als komplette Dyade mittels 
dreier rectangulärer Einheitsvektoren i, j|,f darstellen. Es ist 

(a) 7=^i;i + i;i + f;f 

oder 

(b) 7=^_^(ixi + ixi + fxf). 

Ersteres folgt aus dem Satze, daß jeder Vektor x die 
Summe seiner Projektionen auf drei rectanguläre Richtungen 
ist, letzteres folgt aus dem Satze, daß jeder Vektor x gleich 
der halben Summe seiner Projektionen auf drei rectanguläre 
Ebenen ist. 

57. Die konjugierte Dyade ^^ wird definiert durch 

a>,^(i,a + b,c + f,e. 

Man erhält sie aus der Dyade Cf>, indem man die Kon- 
sequenten mit den Antecedenten tauscht Es ist deshalb 

J au mann, Bewegungslehre. 3 



(a) 
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Sehr wichtig ist die Beziehung: 

Es ist 

58. Man kann nun die rotorischen Dyaden auf 
skalare Dyaden zurückführen und umgekehrt Es ist 
nach 53. (a] 

0'^ q)l+ (DIL 

Da die Einheitsdyade I nach 56. (a und h) ebensowohl als 
eine skalare als rotorische Dyade dargestellt werden kann, so ist 
durch obige Beziehungen eine beliebige rotorische Dyade als 
skalare Dyade dargestellt und umgekehrt. Damit ist bewiesen, 
daß alle Rechenregeln, welche für skalare Dyaden gelten, auch 
für rotorische Dyaden gelten und umgekehrt. Keineswegs 
ist aber die Überflüssigkeit der rotorischen Dyaden damit 
nachgewiesen, da eine ihrer Natur nach rotorische Dyade sich 
kompliziert und unsymmetrisch durch skalare Dyaden dar- 
stellt und umgekehrt. 

Nach 53. (a) folgt 

(b) **- 01^ 01^ 0\ 

59. Eine Dyade stellt .eine ein eindeutige Beziehung 
zwischen einem Vektor x und dem Produkt ki her 

Ist die Dyade gegeben, so entspricht jedem der drei- 
fach unendlich vielen Vektoren x ein Vektor ki und umgekehrt. 
Diese ümkehrung nennt man dyadische Division und be- 
zeichnet dieselbe durch: 

X ^ 0-1 . n . 

0-1 ist ebenfalls eine Dyade, welche bestimmt ist, wenn 
die Dyade Q> gegeben ist, und welche man die reziproke 
Dyade nennt. 
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Es ist 

Es reicht aus, die reziproke Dyade einer skalaren Dyade 
zu berechnen, da sich die rotorischen Dyaden jedenfalls auf 
skalare zurückführen lassen. 

Es ist 



worin 



a-i 4- gxg I.-.1 A. ^xf 



^-1 . cxa .^ , fxt 

c-exa bfxö 



e-axc ' f'ftxb 

Sind andererseits drei zusammengehörige Wertepaare von 
X und kl gegeben, so ist hierdurch die Dyade bestimmt 

Man bezeichnet den Vektor ki als eine lineare Vektor- 
funktion von t und umgekehrt 

60. Sehr wichtig ist, daß dieses Produkt der Distributions- 
regel folgt. Es ist 

Also folgt, wenn x ein variabler Vektor, eine kon- 
stante Dyade ist: 

H 4-cftl =1= <p.[x + dx), 
dt^ ^ 0*dx. 

Die Änderung cfti der Vektorfunktion ki ist gleich dem 
Produkt der Dyade Cf> mit der Änderung dx des unabhängig 
veränderlichen Vektors r. Die Dyade kann also als der 
Differentialquotient der Vektorfunktion ki nach dem 
Vektor r, oder besser als die Derivation von ti nach x be- 
zeichnet werden. 

61. Beispiele. Bezeichne X den Ortsvektor der Punkte 
eines kontinuierlich den Kaum erfüllenden Mediums, d. h. ihr«n 
Abstand von einem beliebigen festen Punkte des Raumes, 
und bezeichne ki eine Verschiebung dieser Punkte, 
tf> eine gegebene Dyade, so stellt die Gleichung 

3* 
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die Deformation des Mediums^ d. L die Verschiebungen n 
als Funktion des Ortes t dar, und zwar nennt man diese 
Deformation, wenn fp konstant ist, eine homogene. 

Die einfachsten homogenen Deformationen sind folgende. 
Wenn 

worin a ein gegebener Vektor, so stellt die Deformation eine 
einfache Dehnung in der Eichtung a vor. Jede zu a parallele 
Strecke wird um den Bruchteil ± a^ verlängert. Die zu 
a senkrechten Strecken bleiben unverändert. Eine Kugel wird 
in ein Kotationsellipsoid verwandelt, dessen Äquator denselben 
Badius hat wie die Kugel. 

Wenn 

= ± axa, 

so stellt die Deformation eine Querkontraktion gegen die 
Achse a dar. Jede zu a senkrechte Strecke wird um den 
Bruchteil ± a^ verkürzt, die zu a parallelen Strecken bleiben 
unverändert. Eine Kugel wird in ein Rotationsellipsoid ver- 
wandelt, dessen Achse gleich dem Kugelradius ist. 

Wenn 

a>=La;i^ixa also a-i^O 

ist, so stellt die Deformation eine Schiebung dar. Jede zu a 
senkrechte Ebene wird um den Betrag (t • a) b verschoben, also 
desto mehr, je weiter sie vom Nullpunkte absteht. Eine Kugel 
wird in ein dreiachsiges Ellipsoid von gleichem Volum ver- 
wandelt, dessen mittlere Achse zu a und h senkrecht und dem 
Kugelradius gleich ist, die anderen Achsen halbieren den 
Winkel (a, i), wenn die Deformation klein ist. 

Wenn 

ist, so stellt die Deformation eine gleichförmige Expansion 
dar. Jede Strecke wird ohne Richtungsänderung um den 
Bruchteil a vergrößert. Jeder Raumteil verwandelt sich in 
einen ähnlichen und ähnlich liegenden. 

Im allgemeinen Falle wird immer ein gewisses rectanguläres 
Vektorentripel Ij jl^ f^ in ein rectanguläres Tripel i^ i^ f^ über- 
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geführt. Die allgemeine Dyade fp läßt sich deshalb in die 
Normalform bringen 

a b c heißen die Hauptdehnongen. Eine Kugel wird in ein drei- 
achsiges EUipsoid verwandelt^ dessen Achsen rectangulären 
Durchmessern der Kugel entsprechen. 

62. Nun betrachten wir die Funktion to einer Funktion H 
eines Vektors x. Es seien von den Dyaden 0, yf, X zwei 
gegeben und es sei: 

Dann ist 

ttr= X-r 

und wir können setzen: 

80 daß 

ist. Man hat alles Recht, die Dyade X als das innere 
Produkt der Dyaden und W zu bezeichnen, denn sie be- 
rechnet sich in folgender Weise. 

63. Das innere Produkt zweier linearen Dyaden ist 
selbst eine lineare Dyade, deren Vektoren die äußeren Vek- 
toren beider Dyaden sind, während die inneren Vektoren zu 
einem skalaren Produkt verschmelzen 

(a.i).(c;b)=^a;b(6.c). 

64. Die Summen linearer Dyaden werden nach der 
Distributionsregel multipliziert. Damit kann man das Produkt 
kompletter skalarer oder rotorischer Dyaden bilden. 

Wenn 

0=- a ;b -f-C;b-f- e;f 



und 
so ist 



W^ m;n + 0;|i + q:t. 



+ C;b-m;n + C;b-0;|l + C;b'q;r 

+ C;f.m;n-f-c;f-0;|i + C:f*q:r. 

Diese einfache Multiplikationsweise linearer Dyaden gibt 
ihnen einen zwar nicht wesentlichen, aber doch beachtens- 
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werten Vorzug vor den rotorischen Dyaden. Deshalb wird 
man diese nur zur Aufstellung allgemeiner Beziehungen^ aber 
nicht in speziellen Rechnungen verwenden. 
Es ist 

(0.y/)-i^ 0-1. jff-i, 

65. Mehrfache Produkte folgen den Assoziationsregeln, 
wenn in der Mitte nur Dyaden, an den Enden höchstens je 
ein Vektor steht. Dann sind Klammern unnötig, um die 
Bedeutung dieser Produkte zu definieren. Es folgt aus den 
dyadischen Multiplikationsregeln ohne weiteres, daß: 

0.(rx W)^(<Pxt)^V[f, 
0xi;.g ^ 0.(rx jg). 

Diese Assoziationsregeln sind analog der Assoziationsregel 
für das Grassmannsche Tripelprodukt und wie diese vielfach 
verwendbar. 

66. Als symmetrisch oder autokonjugiert bezeichnet 
man eine Dyade ö, welche ihrer konjugierten Dyade ö^ gleich ist 

Nach 53. (a) ist 

t.(0- a>J^ 0,xr. 

Also hat eine symmetrische Dyade den Kotor Null. Ist der 
Rotor Null, so ist die Dyade symmetrisch 

Dies legt ihr drei Bedingungen auf und deshalb ist eine 
symmetrische Dyade schon durch sechs Bestimmungsstücke 
gegeben. Sowohl eine skalare als rotorische Dyade kann 
symmetrisch sein. 

Die Summe und das Produkt zweier symmetrischen Dyaden 
sowie die reziproke Dyade einer symmetrischen Dyade sind 
symmetrische Dyaden. 

Die Summe jeder Dyade und ihrer konjugierten Dyade 
ist eine symmetrische Dyade 

(0+0J =^ 0,+ 0,,^0,+ 0. 
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Das innere Produkt einer Dyade mit ihrer konjugierten 
Dyade ist eine symmetrische Dyade 

V 

Die symmetrischen Dyaden, welche man aus ge- 
gebenen physikalischen Dyaden bilden kann, haben oft noch 
größere Realität als diese, also die Bedeutung physikalischer 
Eigenschaften. Neben diesen hat aber auch der Kotor 
der Dyade eine selbständige physikalische Bedeutung. 

Man erhält die symmetrischen Dyaden, welche einer 
gegebenen Dyade <P zugeordnet sind, indem man diese mit 
ihrer konjugierten Dyade <P^ addiert oder multipliziert. 

Es ergibt sich so die erste symmetrische Dyade [0], 
welche definiert ist durch 

2[0]=i= [a>] + [a>] =^0 + 0^ 

und die zweite symmetrische Dyade {0}, welche definiert 
ist durch 

67. Eine allgemeine Dyade läßt sich immer in der 
Normalform, d. i. durch zwei rectanguläre Tripel i, j|, l 
und i', f , f von Einheitsvektoren darstellen 

worin a^ a^ a^ drei Zahlen sind. 

Eine symmetrische Dyade ö hat eine Normalform, in 
welcher beide Vektorentripel zusammenfallen 

ö'^ Oji ; i + Ogl ; i + ögf. f, 

68. Der Skalar erster Ordnung <P^ einer Dyade bestimmt 
sich durch die Summe der Koeffizienten ihrer Normalform 

a>; = «1 + «2 + «8 ' 

Der Skalar einer Dyade (I> und ihrer symmetrischen 
Dyade [0] erster Art sind gleich 
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69. Als ersten Skalar zweiter Ordnung [0]| wollen 
wir den ersten Skalar des Quadrates der symmetrischen 
Dyade [fp] erster Art bezeichnen 

Derselbe bestimmt sich durch die Quadrate der Koeffi- 
zienten der Normalform der Dyade [0] 

l^'t- < + <+<> 

[^3; = («2 + «3)' + («3 + «1)' + («1 + «2)' • 

70. Als zweiten Skalar zweiter Ordnung {0}^ be- 
zeichnen wir den ersten Skalar des Quadrates der symmetrischen 
Dyade {0} zweiter Art 

Dieser bestimmt sich ebenso durch die Koeffizienten der 
Normalform der Dyade {0} wie der erste Skalar zweiter 
Ordnung durch die Koeffizienten der Normalform der Dyade [0]. 

Die beiden Skalare zweiter Ordnung dürfen nicht ver- 
wechselt werden mit dem von Gibbs als the scalar of the 
second dyadic Q^^s bezeichneten Wert, welcher eine mehr ana- 
lytische als physikalische Bedeutung hat. 

71. Als dritten Skalar ^3 einer Dyade bezeichnet man 
den Wert 

a>3=L(a.cxc)(6-bxf) 

d«8 Produktes der Volume der Spate der Antecedenten und 
der Konsequenten. 

Der dritte Skalar einer Dyade, ihrer konjugierten Dyade 
und der zugeordneten symmetrischen Dyade zweiter Art 
sind gleich 

Die symmetrische Dyade zweiter Art eines Produktes von 
Dyaden ist gleich dem Produkte der symmetrischen Dyaden 

Der dritte Skalar eines Produktes von Dyaden ist gleich 
dem Produkte der dritten Skalare derselben 

(*-n = *3-'^3- 
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Der reziproke Wert des dritten Skalars einer Dyade ist 
gleich dem dritten Skalar der reziproken Dyade. 

Wie man sieht, spielt der dritte Skalar dieselbe Rolle für 
die Produkte von Dyaden, wie der erste Skalar für die Summen 
von Dyaden. 

Anhang. 

73. Um die Rechnungen symmetrischer zu machen, be- 
dient man sich der Hilfe von speziellen sehr reduzierten 
Dyaden. Es ist dies die versorische und die anti- 
symmetrische Dyade. 

78. Eine versorische Einheitsdyade oder ein Versor X 
wird definiert durch 

oder 

X'X^^I oder X-^ ^ X,. 

Es sind dies sechs Bedingungen, also ist ein Versor schon 
durch drei Bestimmungsstücke völlig bestimmt, ist also einem 
Vektor gleichwertig und durch einen solchen zu ersetzen. In 
der Normalform sind die Koeffizienten eines Versors gleich 1 

Das skalare Produkt eines Versors mit einem Vektor r 
gibt einen Vektor H, welcher in dem Achsensystem i'f f die- 
selbe Lage hat wie der Vektor t in dem Achsensystem i j| f. 
Die Multiplikation mit einem Versor bedeutet also eine Drehung. 

Jede allgemeine Dyade <P läßt sich als das Produkt ihres 
Versors X mit ihrer symmetrischen Dyade zweiter Art {0} 
darstellen. 

Wenn 

0^ X-jO)}, 
so ist 

a>^=L{a>}-x-s 

also tatsächlich 
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74. Die antisymmetrischen Dyaden 27 werden defi- 
niert durch 

n+n^O oder 77=^ -77. 

• c c 

Es sind dies sechs Bedingungen, nämlich daß die sym- 
metrische Dyade erster Art einer antisymmetrischen Dyade 
Null ist. Also ist eine antisymmetrische Dyade schon durch 
drei Bestimmungsstücke, und zwar durch ihren Rotor 77^ völlig 
bestimmt und ersetzbar. 

Aus ihrer Definition folgt nach 58. (a) 

Z7ii(77«77J4= -i77,x7. 

Es ist also 

77. r ^ -i77^xr, 

77.0=1= -i/^r^ ^• 

Die innere Multiplikation mit einer antisymmetrischen 
Dyade ist äquivalent der äußeren Multiplikation mit ihrem 
Rotor. 

Jede Dyade von der Form(0 — fp^ ist antisymmetrisch, weil 

Da nun identisch 

so kann man jede Dyade als die Summe ihrer symmetrischen 

Dyade erster Art und der komplementären antisymmetrischen 

Dyade darstellen 

=L [0] + 77 
oder 

Der erste Skalar und der erste Skalar zweiter Ordnung 
einer antisymmetrischen Dyade sind Null. 

Analytische Byadenreehnung. 

76. Setzen wir 

und 

so kann man eine komplette Dyade durch elementare Dyaden 
darstellen, welche die rectangulären Richtungen x,i,f haben. 
Es ist 



Damit 
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<^* - «11 i T i + «12 i T i + «18 i : ' 

+ «2ii : i + «22Ü : i + «281 T ' 

+ «3i' : ^ + «82*: i + «83' : '• 

+ *2li?i + *22hi+*23i?' 
+ Ägi f X i + ^32 f X I + ^^33 f X f . 



muß 

«11 = "" ^22 "" ^33 > «22 ~ ■" ^11 "" ^88 > «88 ~ "" ^11 "" ^22 > 

^12 ~ «21* ^21 ~ «12 > ^18 ~ «31 > ^81 ~ «18? *23 ~ «32 > ^32 ~ «23* 

Das Achsensystem i, |, l ist willkürlich, doch ändern 
die 9 Koeffizienten ihren Wert bei Wahl eines anderen 
Koordinatensystems (bei Multiplikation mit einer versorischen 
Dyade), 

Wir schreiben einfach und hinreichend deutlich: 

0* = «U > «12 > «18* ^"^ ^ *11 > ^2 ' *18 » 

«21 > «22 > «28 ' ^21 > ^22 ' ^23 > 

«31 > «32 ' «33 ' ^81 > ^32 > ^33 * 

Es werden die Koeffizienten der konjugierten Dyade einer 
skalaren oder rotorischen Dyade durch Vertauschung er- 
halten : 

^c - «11 > «21 > «31 > 
«12 > «22 ' «32 ' 
«13 ' «23 ' «38 • 

Für eine symmetrische Dyade ist 

«12 ^^ «21 > «23 ^^ «82 ' «81 ^^ «18 * 

In einer antisymmetrischen Dyade ist 

«12= ""«21' «28=— «32> «31=""«18> «11 = «22 = «38 == ^ , 

Die symmetrische Dyade erster Art hat die' ana- 
lytische Form 

[^]= «11, i(«i2 + ötgi), i(ai8 + ß3i), 

i («21 + «12) > «22 > i («23 + «82) ' 

J. («81 +«13)' i («82 + «23) ' «38 • 



44 



Bewegung starrer Körper in Luft. 



Die komplementäre antisymmetrische Dyade hingegen 

i(Sl'-«12)' 0, H«28-«82)» 

i («31 - «is) ' i («32 - «2s) ' ^ • 

Der Rotor 0* hat die Komponenten 



«23 «32 
^r { «31 - «13 

«12 "" «21 • 



Der Skalar ^J hat den Wert 

*I = «11 + «23 + «83 • 

Der erste Skalar zweiter Ordnung hat den Wert 



v*1« 



[<^].= «?i + «22 + «83 + i(«12 + «2l)' + i(«28 + «8J' + i(«81 + «18)'- 

Der zweite Skalar zweiter Ordnung hat den Wert 

Der dritte Skalar ^g ist nichts anderes als die Deter- 
minante D der neun Koeffizienten ai^ der Dyade 0. 

Da nach § 71 der dritte Skalar eines Produktes zweier 
Dyaden gleich dem Produkte ihrer dritten Skalare ist, so findet 
man die Koeffizienten dieses Dyadenproduktes nach derselben 
Regel, nach welcher die Glieder des Produktes zweier Deter- 
minanten gebildet werden. 

Wenn 



so ist 



0*. y/*j= 



O'^ai^ und W^bi^, 

«11 *11 + «12 ^21 + «13 ^31 I 

«11 ^2 + «12 *22 + «13 ^32 ' 

«11*13 +«12 ^23 + «13*83' 
«21 *11 + «22 *21 + «23 *81 > 

«21 *12 + «22 *22 + «23 *82 ' 

«21 *13 + «22 *23 + «28*33 ' 
«31 *11 + «32 *21 + «33 *31 * 

«31 *12 + «32 *22 + «83 *82 » 

«31 *18 + «82 *23 + «33 *33 ' 
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Bezeichnen wir mit Ai^ die Unterdeterminante der Koeffi- 
zienten öfK t welche man erhält, wenn man die Zeile i und die 
Kolonne x wegläßt, so hat die reziproke Dyade 0-^ den Wert 

^21 ^22 ^31 

A -. 4 4 

^31 ^32 ^88 • 

Die analytische Darstellung einer linearen Vektorfunktion 
und ihre Umkehrung ist hiemach 

«^y=«21^x+«22^+«28^« ^ ^ = - 4l ^x + ^22 ^ ^ ^28 «^^ 

«'^ == «81^« + «32^y+ «88^« ^^ = ^31 ^x - ^32 ^ + ^3 «'^ ' 

Die Fluxion Tektoranalytischer Produkte. 

76. Das Produkt eines Skalars s mit einem Vektor D, 
das skalare, rotorische und die dyadischen Produkte zweier 
Vektoren \ und \ werden in derselben Weise wie algebraische 
Produkte, nach einer beliebigen skalaren Veränderlichen t 
differenziert. 

Es gelten die wichtigen Regeln 

Die Summen von solchen Produkten werden nach der 
algebraischen Distributionsregel differenziert, wobei also der 
Operator d\dt wie ein skalarer Faktor zu behandeln ist. 
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3. Das Besohlennirngsfeld. 

77« Wir haben im yorigen Kapitel ausgeführt, daß die 
nach Huyghens als vektorische Flnxion der Geschwindheit 
definierte Beschleunung stets durch einfache Gesetze bestimmt 
ist. Nun wollen wir auf die Form dieser Gesetze eingehen. 
Dieselben haben immer geometrischen Charakter. Nie ist die 
Beschleunung eines Körpers als Funktion der Zeit gegeben, 
wie wir dies in § 33 noch vorausgesetzt haben^ sondern sie ist 
stets durch den Ort des Körpers bestimmt oder wenigstens 
mitbestimmt 

Oft sind sogar die sonstigen Eigenschaften des Körpers 
sowie seine Geschwindheit so ohne Bedeutung, daß recht ver- 
schiedene und verschieden bewegte Körper an demselben Orte 
dieselbe Beschleunung zeigen. Ja es kommt sogar vor, daß 
die Beschleunung als universelle Funktion des Ortes gegeben 
ist, d. h. durch ein Gesetz, nach welchem man die Beschleunung 
jedes Körpers angeben kann, wenn man nichts von ihm weiß, 
als seinen Ort. 

Einen Kaum, in welchem überall die Beschleunung eines 
bewegten Körpers als Funktion des Ortes vorausbestimmt ist, 
nennt man ein gegebenes Beschleunungsfeld. 

Wir wollen nun den Definitionsgleichungen der Bewegung 
(22. und 26.) 
(a) 8 i= 6 und D =1= I 

eine solche Form geben, daß sie zur Berechnung von Be- 
wegungen, deren Beschleunung als Funktion des Ortes ^ ge- 
geben sind, geeignet sind. 

78, Die zeitfreie Bewegungsgleichung. Vereinigen wir die 
Definitionsgleichungen durch skalare Multiplikation, so ergibt 
sich die wichtige Gleichung 

(a) D.rfD = 8»«/i^, 

aus welcher ein Bestimmungsstück, und zwar die Größe der 
Geschwindheit als Funktion des Ortes ^ berechnet werden 
kann, wenn g als solche gegeben ist. 

Die algebraische Form derselben ist: 



Das Beschleannngsfeld. 
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worin xyz die Komponenten des von dem beliebigen festen 
Nullpunkt gegen den bewegten Körper reichenden Radius- 
vektor ^, also die Koordinaten dieses kleinen Körpers sind« 

79. Ein schief geworfener Körper hat eine stets nach ab- 
wärts gerichtete Beschleunung g^. 
Es folgt also 

worin h die Höhe des Körpers 
ist und nach 78. (a)^ daß das zeit- 
freie Gesetz des freien Falles 

auch für den schiefen Wurf gilt. 
80« Als zweites Beispiel be- 
trachten wir die Bewegung eines 
(der Schwerebeschleunung ent- 
zogenen) Körpers a im Räume, 
welcher nach Fig. 21 derart an 
einer durch die Ose o laufenden 
und in eine elastische Feder über- 
gehenden Schnur hängt, daß er 
im Ruhefalle gerade bis o gezogen 

wird. Es ist dann seine Beschlewiung stets proportional 
und entgegengerichtet dem Radiusvektor ^, welcher von o 
bis a reicht 

(a) i^^xH, 

worin x eine gegebene ZahL Nach 78. (a) ist 

(b) t?^ = — x^ 5^ + konst. 

Es ist also die Größe der Geschwindheit dieses Körpers 
(bei gegebener Geschwindheit in der Anfangslage) nur von der 
Größe der Entfernung s vom Nullpunkte abhängig. 

81. Das Moment der Geschwindheit Der Flächensatz, 
Man bezeichnet das rotorische Produkt {^ x H) des Radius- 
vektor ^ eines Punktes mit einem für diesen Punkt gegebenen 
Vektor H als das Moment des Vektors H in bezug auf den 
Nullpunkt, von welchem aus ^ gezählt wird. Das Moment 




Fig. 21. 
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der Geschwindheit hat eine sehr anschauliche Bedeutung. 
Der Kadius ^ eines bewegten Körpers würde bei gleichförmiger 
Weiterbewegung seines Pfeiles mit der Geschwindheit H in zwei 
Sekunden eine Dreiecksfläche durchstreichen, welche der Größe 
und der Richtung ihrer Normalen nach durch das rotorische 
Produkt iJ X D dargestellt wird. Nun ist 

Unter Einführung der Definitionsgleichungen 77, (a) erhalten 
wir, da D x H = ist: 

Ist g als Funktion von ^ gegeben, so liefert dieser 
Flächensatz die zwei Bestimmungsstücke der Richtung von D. 
Die zeitfreie Bewegungsgleichung bestimmt die Größe von H, 
so daß beide jedenfalls zur Lösung des Problems hinreichen. 

82. Besonders brauchbar ist jedoch der Flächensatz für 
solche Felder, in welchen die Beschleunung g überall in die 
Richtung des Radiusvektors fällt. Dann nennt man die Be- 
wegung eine Zentralbewegung. Es ist dann i^ x g = und 
der Flächensatz hat die einfache Form 

Die vom Radiusvektor pro Zeiteinheit durchstrichen e 
Fläche ist bei einer Zentralbewegung ihrer Richtung und 
Größe nach konstant. Eine Zentralbewegung verläuft also 
immer in einer Ebene von konstanter Richtung. Auch der 
umgekehrte Satz ist gültig. Wenn die vom Radiusvektor pro 
Sekunde durchstrichene Fläche konstante Richtung und Größe 
hat, so ist die Bewegung eine Zentralbewegung. 

83. Die in § 80. betrachtete Bewegung ist eine Zentral- 
bewegung. Der Körper a bewegt sich also stets in einer 
ebenen Bahn und der Radius ^ durchstreicht in gleichen Zeiten 
gleiche Flächen. Die Bewegung läßt sich, wie man nun leicht 
einsieht, jedenfalls als eine schiefe Parallelprojektion einer 
gleichförmigen Kreisbewegung betrachten, findet also mit ent- 
sprechend ungleichförmiger Geschwindheit in einer elliptischen 
Bahn statt, deren Mittelpunkt im Nullpunkt o liegt. Wir 
werden dieses Beispiel weiter unten völlig durchrechnen. 
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84. Krümmungsradius der Bahn. Es soll nun noch die 
Form der Bahn des in einem beliebig gegebenen Beschleunungs- 
felde bewegten Körpers ^ und^ da ihre Eichtnng stets bekannt 
ist, insbesondere die Größe des Krümmungsradius be- 
stimmt werden. Er liegt nach 28. in der Ebene der Be- 
schleunung und Geschwindheit und steht notwendig auf letzterer 
senkrecht. Letztere Beziehung liefert auch unter Zuziehung 
der Definitionsgleichungen 29. (a) 

D = i und 8 = 6 

die Größe des Krümmungsradius r. 
Es ist 

Hieraus folgt durch Differentiation nach der Zeit 

oder 

(a) D^^r.g^^O. 

Eine algebraische Form dieser Gleichung ist: 






v^ 



Die Projektion der Beschleunung g auf den Krümmungs- 
radius r hat nach 44. den Wert 



|(t-fl)=^-Y»'*- 



Dies ist die Verallgemeinerung der in 30. angeführten 
Gleichung für die Zentralbeschleunung einer Kreisbewegung. 

Es ist zu beachten, daß man bei einer weiteren Differen- 
tiation der Gleichung 84. (a) nach der Zeit die Fluxion des 
Krümmungsradius nicht mehr der Geschwindheit gleichsetzen 
darf, sondern dieselbe wird durch die Krümmungsänderung 
und Torsion der Bahnkurve mit bestimmt. 

Der Gradient eines skalaren Feldes. Die Byade eines Tektorfeldes. 

85« Kontinuierliche Verteilung eines Skalars, Ein Skalar 
ist eine benannte Zahl. Da alle reellen Zahlen sich durch 
die Punkte einer Linie darstellen lassen, ist es nicht leicht, 
jedem Punkte eines Raumes einen anderen Wert des Skalars 
zuzuschreiben, sondern es lassen sich bei kontinuierlicher Ver- 
teilung desselben stets Flächen angeben, in welchen der Skalar 

Jaamann, Bewegungslehre. 4 
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koDstanten Wert hat. Diese nennt man Niveauflächen. 
Man erhält stets unendlich viele Niveauflächen, jede ist durch 
einen anderen Wert des Skalars charakterisiert. Zwei ver- 
schiedene Flächen, in Vielehen der Skalar denselben Wert hat, 
betrachtet man als Blätter derselben Niveaufläche. Diese 
können sich schneiden oder berühren, nie aber zwei Niveau - 
flächen, in welchen der Skalar verschiedene Werte hstt Greifen 
wir nur jene Niveauflächen heraus, deren Skalare S sich um 
die konstanten Differenzen SS unterscheiden, so wird 
durch diese der Kaum in dünne Schichten, Niveauschichten, 
zerlegt, deren Dicke sehr verschieden sein kann. 

Von Interesse sind femer die Orthogonaltrajektorien der 
Niveauflächen; das sind krumme Linien, welche alle Niveau- 
flächen senkrecht durchschneiden. 

Beispiele von skalaren Verteilungen sind: die Temperatur- 
verteilung in einem ungleichförmig erwärmten Körper, die Ver- 
teilung des Salzgehaltes in einer ungleichmäßigen Lösung usw. 

86, Der Gradient einer gleichförmigen Skalarenverteilung, 
Gleichförmig nennt man die Verteilung eines Skalars, wenn 
der Unterschied der Werte 8 und S^ des Skalars am Anfangs- 
und Pfeilpunkt einer beliebigen Strecke (r — r^) nicht von der 
Lage des Anfangspunktes, sondern nur von Länge und Richtung 
der Strecke abhängt. Hieraus folgt sofort, daß der Skalar 
in der ganzen Erstreckung einer Tangente an eine Niveau- 
fläche konstanten Wert hat, daß also alle Niveauflächen Ebenen 
sind, femer daß sie parallele Ebenen sind und daß die Niveau- 
schichten überall dieselbe Dicke haben. 

Ferner folgt, daß sich aus einer solchen Verteilung ein 
Vektor H ableiten läßt, welchen man den Gradienten der- 
selben nennt, und welcher durch die Gleichung 

(a) |,.(,_g±5-S, 

völlig bestimmt und nicht überbestimmt ist, wenn r eine be- 
liebige Strecke des Feldes ist. Diese skalar e Gleichung hat 
den Wert von drei algebraischen Gleichungen, weil man sie 
auf drei nicht in derselben Ebene liegende Strecken anwenden 
kann, wodurch H bestimmt ist. Sind diese Strecken rectangulär, 
so gilt: 
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Der Gradient D steht auf den Niveau flächen senk- 
recht^ da das skalare Produkt desselben mit einer in der 
Niveaufläche liegenden Strecke Null sein muß. Die Größe des 
Gradienten ist der Dicke der Niveauschichten verkehrt pro- 
portional. Für eine in die Richtung des Gradienten fallende 
Strecke, wie es die Dicke der Niveauschichten ist, nimmt 
nämlich die Gleichung 86. (a) algebraische Bedeutung an. 

87. Der Gradient einer allgemeinen skaiaren Verteilung, 
Jeder unendlich kleine Eaumteil einer allgemeinen skaiaren 
Verteilung kann als eine gleichförmige Verteilung angesehen 
werden, durch welche ein Gradient D nach der Gleichung 

(a) )^^dx^dS 

bestimmt ist. Aber dieser Vektor ti hat für jeden Raumteil 
eine andere Richtung und Größe. Es ist hierdurch eine 
Vektorverteilung bestimmt. Der Gradient steht überall auf 
den Niveauflächen senkrecht und seine Größe ist in jedem 
Punkte des Raumes der Dicke der Niveauschichten verkehrt 
proportional. Man bezeichnet den Gradienten D als Ableitung 
aus der Verteilung des Skalars S durch das Symbol: 

D = gradS. 

Nach Gleichung 87. (a) ist der Gradient D als die Deri- 
vation des Skalars S nach dem Ortsvektor t zu bezeichnen. 

88. Komponenten des Gradienten, Es sei 8 als Funktion 
der Koordinaten gegeben. Betrachten wir die Änderung von S 
auf einem Wege, dessen Form dadurch gegeben ist, daß die 
Koordinaten x y z der Punkte dieses Weges als Funktion 
einer skaiaren Hilfsvariablen t gegeben sind. Hiermit hängt 
auch 8 nur von t ab und die totale Änderung dS, welche der 

• • 

Änderung dt entspricht, ist 

worin dx, dy, dz die totalen Änderungen der nur von t ab- 
hängenden Koordinaten sind. Dieselben sind aber die Kom- 
ponenten der Strecke dt, um welche der betrachtete Punkt 
sich längs des gegebenen Weges verschoben hat. Es fällt also 
Gleichung 88. (a) mit 87. (a) zusammen und die Komponenten 
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des Gradienten müssen gleich den partiellen Ableitungen der 
Funktion S der Koordinaten nach diesen sein. 

dS dS dS 

^ ox y oy " ox 

Deshalb wird der Gradient einer Funktion der skalaren 
Verteilung s nach der Dififerentiationsregel einer sekundären 
Funktion gebildet durch 

(b) gradZ-W^^grad*. 

89. Der Hamiltonsche Operator. Man kann viele vek- 
torische Differentiationen durch symbolische vektorische Multipli- 
kationen ausfuhren, was nicht nur die Rechnung erleichtert, 
sondern auch diese Derivationen in einen sachgemäßen Zu- 
sammenhang bringt. 

Der Hamiltonsche Differentialoperator V ist ein 
fingierter Vektor, dem deshalb keine geometrische Richtung 
oder Größe zugeschrieben werden kann, weil er definiert ist 
durch die Eigenschaft 

(a) V:t^7, 

worin x der von einem beliebigen festen Nullpunkt aus ge- 
rechnete Ortsvektor ist. Es ist ganz unmöglich die Einheits- 
dyade / als lineare Dyade darzustellen, also wird Unmögliches 
von dem Vektor v verlangt. Er hat also kein geometrisches 
Bild, läßt sich nicht als eine Strecke vorstellen. Sonst aber 
kann dieser nicht reelle Vektor fast wie ein gewöhnlicher 
Vektor in der Rechnung behandelt werden und stellt merk- 
würdigerweise die Relationen zwischen den (skalaren, vek- 
tprischen, dyadischen) Funktionen des Ortsvektors und deren 
Derivationen her. 

Es ist nach der Definition 89. (a) 

Hierin wurde 

gesetzt. Es ist also ti der Gradient einer gleichförmigen Ver- 
teilung Ä. Da jede skalare Verteilung in ihren kleinsten Raum- 
teilen gleichförmig ist, so gilt allgemein 

(b) grad/S^ ^ S, 
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90. Analytische Darstellung des Hamiltonschen Operators, 
Betrachtet man das Dififerentiationssymbol djdx als einen 
fingierten skalaren Faktor (skalaren Operator) und sind i, j, f 
drei aufeinander senkrechte Vektoren von den Richtungen xyz 
und d<en Größen 1, so läßt sich der Hamiltonsche Operator, 
ohne daß ein Rechenfehler zu befürchten ist, durch die fingierte 
vektorische Summe darstellen: 



v^i^ + ii+f' 



Da nämlich 
so ist 



dx * öy dx 

X =1= XX -^ly + tz, 



9 



Da nun 



- . ü . . . ö • 
dx ' dx * '^^ 

d y * 

+ ... 

X = 1 , -^— a: = USW., 



dx d y 

so ist tatsächlich 

91. Wir können nun in sehr einfacher Weise die Größe 
der Komponenten eines Gradienten berechnen. Es ist 

\ dx * '^ dy dx) dx ^ dy dx 

also ist 

dS dS dS 

V = -X V = -ir V = -= . 

* öa? y dy ^ dx 
93. Nach der Distributionsregel folgt: 

Der Gradient der algebraischen Summe zweier im selben 
Felde gegebener skalaren Verteilungen ist gleich der vektorischen 
Sumnie der Gradienten dieser Verteilungen. 

93. Kontinuierliche Verteilung eines Vektors, Einen Punkt 
des Raumes bezeichnen wir durch den Ortsvektor r, welcher 
von einem beliebigen aber festen Nullpunkt zu dem be- 
trachteten Punkte reicht. Ist für jeden Punkt x des Raumes 
ein Vektor t> seiner Größe und Richtung nach gegeben, und ist 
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diese Vektorverteilung kontinuierlich, so lassen sich zweifach 
unendlich vieleLinien (Vektorlinien) angeben, deren Tangential- 
richtung überall die Eichtung des Vektors H angibt Schneiden 
sich zwei Vektorlinien, so betrachtet man sie als Zweige der- 
selben Vektorlinie. In dem Schnittpunkte muß der Vektor 
die Größe Null haben, da er nicht zwei verschiedene Richtungen 
haben kann. Eine sehr dünne Eöhre, deren Oberfläche ganz 
von Vektorlinien gebildet wird, heißt eine Vektorröhre. 

Beispiele von Vektorverteilungen sind: Die Geschwindheits- 
verteilung in einer beliebig bewegten Flüssigkeit, z. B. im 
Meere, die Verteilung der magnetischen Kraft in der Umgebung 
und im Innern von Magneten und galvanischen Strömen usw. 

94« Die Byade einer homogenen Fektorverteilung. Homogen 
nennt man eine Vektorverteilung, wenn der Unterschied der 
Werte H und t>o des Vektors am Anfangs- und Pfeilpunkte 
einer beliebigen Strecke (r — t^ nicht von der Lage der An- 
fangspunkte Xqj sondern nur von der Länge und Richtung der 
Strecke abhängt. Hieraus folgt, daß D eine lineare Vektor- 
funktion von X ist, da nur diese die distributive Eigenschaft: 

hat. Die vektorische Gleichung 

(a) a>.(r-g^li-lio 

hat den Wert von neun algebraischen Gleichungen, weil man 
sie auf drei nicht koplanare Strecken (r — r^) anwenden kann. 
Sind die drei zugehörigen Werte (ti — H^) gegeben, so ist 
nach 55. die Dyade des homogenen Vektorfeldes be- 
stimmt. Sind diese Strecken rectangulär so gilt: 

95. Ute Byade einer allgemeinen Vektor Verteilung, Jeder 
unendlich kleine Raumteil eines allgemeinen Vektorfeldes H 
kann als eine homogene Vektorverteilung angesehen werden, 
durch welche eine Dyade Q> nach der Gleichung 

c 

bestimmt ist. Aber diese Dyaden haben für jeden Raumteil 
eine andere Größe, Form und Lage. Es ist hierdurch eine 
Verteilung der Dyade bestimmt. 
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Ebensogut kann man aber den linearen Zusammenhang 
der Änderungen dt> und dt durch rotorische Dyaden be- 
schreiben. 

96. Auswertung der derivierten Dyaden. Wir bedienen uns 
wieder des nicht reell geometrischen Vektors V (des Hamilton- 
schen Operators), welchen wir definiert haben durch 

Es ist 

(^^I.(^^[^.x).(^^ V;(t-*)= V;ti. 
Wir haben hierbei von der Assoziationsregel 

(a.6).a>^a:(6.a>) 
Gebrauch gemacht, und femer 

gesetzt Es ist also 0^die konstante derivierte Dyade einer 
homogenen Vektorverteilung H 'und da jede Vektorverteilung 
in dem bei Derivationen in Betracht kommenden kleinen Baum- 
gebiete homogen ist, so ist allgemein die derivierte Dyade 
einer beliebigen Vektorverteilung H gleich 

Ebenso erhält man die konjugierte derivierte Dyade 

Es ist 

Von großer Wichtigkeit sind auch der Rotor und Skalar 
dieser derivierten Dyaden 

a>, =i= V • t> und 0^ ^ V X ti , 

worauf wir weiter unten zurückkommen. Femer sind die zu- 
geordneten rotorischen Dyaden von Interesse 

Besondere Bedeutung haben endlich die symmetrischen 
Dyaden 

2[V;t>]=^V;t> + t>;V 

und der erste Skalar zweiter Ordnung [V;!!]«- 
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97. Analytische Darstellung der derivierten Dyaden, Es 
seien die Komponenten v^v v^ der nicht linearen Vektor- 
fimktion H des Ortsvektors r gegeben, dessen Komponenten x y z 
sind. Dann ist 

* dx dy ^ dx ' 

y dx ^ dy ^^ dx ' 
flu, = ^ — a^ + -n — dy+ -,r—az. 

Da dx dy dz die Komponenten von dx sind, so haben 
die Koeffizienten a»-^ der variablen derivierten Dyaden 
folgende Werte: 

dv» 
dx ^ dx ' d X dx ' dy ' dx 

Je nachdem die mit diesen Koeffizienten behafteten Ein- 
heitsdyaden die skalareni^i t;j|usw. oder die rotorischen 
ixt i X I usw. sind, ergeben sich die skalaren oder rotorischen 
derivierten Dyaden 0* oder <1>^ 

Sind die Zahlen v ü ü als Funktionen der Koordinaten 

X y z 

gegeben, so haben diese Koeffizienten angebbare Werte, welche 
ebenfalls Funktionen der Koordinaten sind. 

Jede der derivierten Dyaden einer Vektorverteilung 
ist also ein vollständig reelles auswertbares Gebilde. 

Die symmetrische Dyade hat die Koeffizienten: 

'^ydx "^ dy)' dy ' ^[dx "^ dy)' 



dv^ 


dVy 


dx ' 


dx 


dvx 


dVy 


dy ' 


dy 


dvx 


dVy 



dVx 


dVx 


dvx 


dx 


dy' 


dx 


d Vy 


d Vy 


dVy 


dx' 


dy \ 


dx 


dv. 


dvg 


dvg 



^ \dx dx j ^ \dy dx) 



dv, j_ dvx\ i (dv^ _^ dry\ dv, 

dx 



Die komplementäre antisymmetrische Dyade wird meist 
nach 74. vertreten durch den deshalb sehr wichtigen Rotor 0^ 
der derivierten Dyaden, dessen Komponenten sind: 
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^ ^yy dx ox 

Wir wollen jedoch den Begriflf dieses Rotors nicht auf 
diese indirekte Weise, sondern durch unmittelbare Anschauung 
gewinnen, was wir erst viel weiter unten durchführen können. 

Auch der erste Skalar 

.»1 d Vx , d Vy , d Vg 



J =L 4^ + Jp^ + 



d X d y dx 
und der erste Skalar zweiter Ordnung 

:*].'-(te)"+fö)'+(fe)'+HI|^te)'+i(fe+7i)" 

werden durch wichtige analytische Formen bestimmt 
98. Es folgt nach der Distributionsregel: 

Die derivierte Dyade der Summe zweier im selben Felde 
gegebenen Vektorverteilungen ist gleich der Summe der deri- 
vierten Dyaden derselben. 



Das Yektorpotential einer Dyadenverteilnngr. Das skalare Potential 

einer Yektorrerteilungr. 

99. Kontinuierliche Verteilung einer Dyade, Ist für jeden 
Punkt t des Feldes eine Dyade ihrer Größe, Form und 
Lage nachgegeben, so muß, damit diese Verteilung kontinuierlich 
sei, zunächst der Rotor 0^ der Dyade kontinuierlich verteilt 
sein. Stellen wir dann die symmetrische Dyade [0] in der 
Normalform dar: 

so müssen die Zahlen ab c kontinuierlich verteilt sein und 
die rectangulären Einheitsvektoren ij|f ebenfalls. Die Vektor- 
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linien dieser Vektoren müssen also drei Linienscharen bilden^ 
welche tiberall aufeinander senkrecht stehen und deren Tan- 
gentialrichtungen die von Ort zu Ort variablen Achsenrichtungen 
der Dyade geben. 

Beispiele von Dyaden Verteilungen sind: Die Verteilung 
der elastischen Deformation eines beliebig bewegten Mediums^ 
die Verteilung der dielektrischen Eigenschaften in einem in- 
homogenen, z. B. ungleichförmig erwärmten Kristall usw. 

100. Bas Fektorpotenticd einer Dyade, Keineswegs in allen, 
aber in sehr wichtigen Fällen läßt sich eine gegebene Dyaden- 
verteilung (J) darstellen als die derivierte Dyade eines Vek- 
tors ti, den man dann das Vektorpotential der Dyade 
nennt 

Dann ist 

und wenn wir über einen vom Orte r^ bis t^ reichenden Weg 
integrieren 

Xt 

(a) ^2-^1 ^ fdt'(I>. 

ti 

Soll eine Dyade <J> schon durch die Verteilung eines 
Vektors t>, dessen Derivation sie ist, bestimmt sein, so muß 
also das Linienintegral derselben für jeden geschlossenen 
Weg im Felde gleich Null sein. 

Eine andere Form dieser Bedingung ergibt sich aus der 
Beziehung v ^ V — 

(b) V X 0= V X V;t> = 0. 

Sind die neun Koeffizienten a,„ der Dyade als Funktionen 
der Koordinaten gegeben, so soll 

fw. 9 9 d Vx d Vy d Vg 

v = «11, «12* «13 = -^^' -^:;r> -j^» 

«21 > «22^ «23 "ö^^ -J^' -^y 



ao-, • Aoa • a 



dvx 


dVy 




dx 


dx 


} 


dvx 


dVy 




dy' 


dy 


> 


ÖPx 


dVy 




dx ' 


dx 


f 



d V, 



31 > "-32 > -33 ßx. dx dx 



sein. 
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Eine Dyadenverteilung hat also nur dann ein Vektor- 
potential, so daß sie schon durch die Verteilungen von drei 
Zahlen bestimmt ist, wenn 

—^ "~ — 55 — — ^ "~ — 5 — — 7: — — 7: — yJ UdW • 

oy ox ox ox ax ay 

Das heißt, wenn die Koeffizienten der Dyade 

(b) V X * =^ 

gleich Null sind, also auch diese selbst gleich Null ist. 

101. OrthogonalfJichen einer Vektorverteilung, Keineswegs 
bei allen, aber bei manchen wichtigen Vektorverteilungen lassen 
sich Orthogonalflächen angeben, welche alle Vektorlinien senk- 
recht schneiden. Es können auch in einem beschränkten 
Raumgebiete einer Vektorverteilung Orthogonalflächen möglich 
sein, während in den übrigen Gebieten die Vektorlinien keine 
Orthogonalflächen haben. Die Bedingung für das Vorhanden- 
sein von Orthogonalflächen wollen wir erst w. u. anflihren. 

103. Lie Potentialverteilung, Unter den Vektorverteilungen, 
welche Orthogonalflächen haben, gibt es noch viel speziellere, 
aber sehr wichtige Verteilungen, welche sich als die Verteilung 
des Gradienten eines Skalars 8 darstellen lassen. Alle drei 
Bestimmungsstücke des Vektors können dann für alle Punkte 
des Eaumes gefunden werden, wenn nur der Skalarwert S in 
denselben bekannt ist In diesem Falle nennt man den Skalar S 
das Potential des Vektors ti. Es ist dann nach Gleichung 87. (a) 

d 8 == dt* ll , 

und wenn wir über eine beliebige vom Punkte r^ bis x^ reichende 

Linie integrieren 

u 

(a) 8^'-8^^fdt.t>. 

ti 

Soll ein Vektor H schon durch die Verteilung einer Zahl 8 
bestimmt sein, deren Gradient er ist, so muß also das Linien- 
integral desselben für jede geschlossene Linie im Felde 
Null sein. 

103. Die Bedingung dafür, daß eine gegebene Vektor- 
verteilung H ein Potential hat, folgt wieder aus v x V = 

(b) Vx|i=^VxV5^0. 
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Da 

dS dS dS 

sein soll und jedenfalls 

d^S d^S d^S d*S d* S d^ S 



^0 



dydx dxdy dxdx dxdx dxdy dydx 

ist, falls S als Funktion der Koordinaten denkbar sein soll^ 

so muß 

d Vy d Vg ^^ d Vg d Vx d Vx d tfy ^ 

dx dy dx dx dy dx 

Dies sind die Bedingungen daflir^ daß der Vektor H als 
Gradient eines Skalars darstellbar ist. Dieselben lassen sich 
auch in der Form schreiben 

Es muß also der Eotor der derivierten Dyade Null sein, 
damit H ein skalares Potential habe. Die derivierte Dyade 
eines Gradienten ist also immer symmetrisch und um- 
gekehrt. 

104« Können zwei Vektorverteilungen gj und gg als 
Gradienten der Potentiale P^ und P^ dargestellt werden, so 
hat auch ihre vektorische Summe ein Potential P, welches die 
algebraische Summe der Potentiale P^ und P^ ist Es ist 

81 + 82 = V Pi + V P2 =^ V (Pi + Pa) ^ V P. 

105. Das Potential eines Beschleunungsfeldes. Wenn eine 
Beschleunungsverteilung, wie dies oft vorkommt, die spezielle 
Eigenschaft hat, durch ein Potential P bestimmt zu sein, so 
gilt für jede unendlich kleine Strecke cfiS die Gleichung 

(a) %'d^^dP. 

Dann gewinnt die zeitfreie Bewegungsgleichung die Form 

\dv^^dP, 

welche wir sogleich algebraisch schreiben konnten, und deren 
Integral 

(b) |t;3-P=konst. 

ist. Es ist dann bei gegebenen Anfangsbedingungen die Größe 
der Geschwindheit nicht nur durch den Ort, sondern sogar 
schon durch den Potentialwert bestimmt. Jedesmal wenn der 
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Körper durch dieselbe Niveaufläche des Potentials tritt, hat 
seine Geschwindheit denselben Wert, gleichgültig, welche Bahnen 
der Körper beschreibt. 

Die in 80. betrachtete Bewegung eines Körpers, der durch 
ein elastisches Band mit einem Punkte verbunden ist, ist ein 
Beispiel der Verteilung einer Beschleunung, für welche sich ein 
Potential angeben läßt, und zwar muß 

P=: --^x^s^ + konst. 

sein. Hieraus folgt nämlich 

und da 

i^-'xH 

ist, 80 ist tatsächlich Gleichung 105. (a) erfüllt Führt man 
diesen Potentialwert in Gleichung 105. (b) ein, so ergibt sich 
die Schlußgleichung 80. (b). . . 

Unter Zugrundelegung des Flächensatzes könnten wir nun 
diese Zentralbewegung völlig berechnen. Wir führen aber 
diese Rechnung lieber für eine viel wichtigere Zentralbewegung 
aus, deren Beschleunung ebenfalls ein Potential hat. 

106. Die planetarische Bewegung, Das Potential P des 
Beschleunungsfeldes sei gegeben durch 

P = -, 

r 

worin k eine Konstante und r die Entfernung vom Nullpunkt 
ist. Die Niveauflächen sind konzentrische Kugeln, der Gradient 
dieses Potentials, d. i. die Beschleunung g des bewegten Körpers 
hat also radiale Eichtung und die Bewegung ist eine Zentral- 
bewegung. 

Die Größe der Geschwindheit bestimmt sich nach 105* (b) 
durch 

(a) i;2 = ^ + C, 

worin c eine Konstante ist, deren Wert bestimmt ist, wenn 
die Größe der Geschwindheit und der Entfernung des Körpers, 
vom Zentrum für irgend einen Zeitpunkt gegeben ist. 

Bezeichnen wir mit a den Polarwinkel des Eadius r in 
der Bahnebene, so sind rd und r die Komponenten der Ge- 
schwindheit und unsere Gleichung erhält die Form: 



Q2 Bewegung starrer Körper in Luft. 

T 

währenä der Flächensatz die Form 

hat. C ist eine Konstante, welche ebenfalls durch die An- 
fangsbedingungen und insbesondere durch die Richtung der 
Anfangsgeschwindheit bestimmt wird. Eliminieren wir ä, so 

ergibt sich 

vr = ± {cr^ + 2kr — C*)Vt. 

Aus den letzten zwei Gleichungen folgt die zeitfreie 
Gleichung der Bahnkurve: 

±rda{cr^+2kr^ C^'l* =^ Cdr, 

deren Integral 

-^ = Ä + (C2 c + h^'* • cos (a + konst) 

die Gleichung eines Kegelschnitts ist^ dessen Brennpunkt 
im Nullpunkte liegt Für c < kann nach 106. (a) der Radius r 
niemals über einen leicht zu bestimmenden Betrag wachsen 
und die Bahn muß also elliptisch sein. Wenn aber die 
Anfangsgeschwindheit groß ist^ so daß c ^ ist ^ so kann r 
unendlich werden und die Bahn ist dann parabolisch be- 
ziehungsweise hyperbolisch. 



4. Die partiellen BeBchleunungen. 

107. Die Komponent&n der Geschwindheit und Beschleunung 
sind nicht selbst Geschwindheiten oder Beschleunungen des 
Körpers, denn dieser kann jederzeit nur eine Geschwindheit 
und nur eine Beschleunung haben, sondern sie sind die Projek- 
tionen dieser physikalischen Vektoren auf die Koordinaten 
und haben also nur geometrische, keine physikalische Be- 
deutung. 

Es können drei verschiedene im selben Felde mögliche 
Geschwindheitsverteilungen ti, H^ und tlg in der für jeden Punkt 
des Feldes gültigen Beziehung stehen 

Ö = t»l + tl2 , 
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man nennt dann die erste Verteilung die Summe der beiden 
andern. Gleichzeitig können aber diese verschiedenen 6e- 
schwindheitsverteilungen im selben Felde nicht bestehen. 

108. Eine Zusammensetzung zweier Geschwindheiten, die 
ein Körper aus zwei verschiedenen Ursachen gleichzeitig hat, 
gibt es nicht Denn erstens kann derselbe überhaupt nicht 
gleichzeitig zwei Geschwindheiten haben, und zweitens gibt es 
nicht zwei verschiedene Ursachen der Geschwindheit eines 
Körpers, sondern diese ist stets nur durch die Geschwindheit 
in einer früheren Zeit und durch die Beschleunung bestimmt. 

Man bezeichnet zwar die Wirbelringe und Divergenzgebiete 
(siehe weiter unten) einer Geschwindheitsverteilung oft als die 
Ursachen derselben, einerseits weil man die Verteilung be- 
rechnen kann, wenn ihre Wirbel und Quellen bekannt sind, 
andererseits weil diese in anderen (elektrischen und magnetischen) 
Verteilungen wirklich die Ursache der Verteilung sind, nämlich 
selbst durch direkte Naturgesetze bestimmt sind. Nicht so für 
Geschwindheitsverteilungen. Wenn auch das Feld zweier 
Wirbelringe gleich der Summe ihrer Einzelfelder ist, so ist 
doch die Geschwindheit eines Punktes des Feldes nicht die 
Summe zweier Geschwindheiten, welche einzeln durch die beiden 
Wirbelringe verursacht werden. 

109« Geometrische Addition von RelaHvgeschwindheiteru Man 
nennt die vektorische Differenz der Geschwindheiten ti, 
und t>2 zweier Körper ihre Relativgeschwindheit ti 

t» ^ t>2 - tii . 

Damit man kurzweg von der Geschwindheit eines Körpers 
sprechen kann, muß derselbe sehr klein sein oder seine Teile 
müssen alle dieselbe Geschwindheit haben. 

Die Relativgeschwindheiten sind sehr wichtig, weil wir 
stets nur die relative Lage zweier Körper und also stets nur 
Relativgeschwindheiten messen können und von keinem Körper, 
selbst nicht vom Erdboden wissen können, ob wir berechtigt 
sind, ihm die Geschwindheit Null zuzuschreiben. 

Hat ein Körper gegen zwei andere Körper die Relativ- 
geschwindheiten t>' und t>", so folgt unmittelbar aus der geo- 
metrischen Definition derselben, daß diese gegeneinander die 
Relativgeschwindheit (H" — ti') haben. 
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Hat ein Körper gegen einen zweiten Körper die Relativ- 
geschwindheit t>^ und dieser gegen einen dritten Körper die 
Kelativgeschwindheit ö^, so hat der erste gegen den dritten 
Körper die Kelativgeschwindheit H, welche sich aus einfachem 
geometrischen Grunde bestimmt durch 

Diese rein geometrische Operation kann, man als die Zu- 
sammensetzung von Kelativgeschwindheiten bezeichnen. 

Eine Polarexpedition bewege sich z. B. mit der Geschwind- 
heit t>^= S km pro Stunde auf einer Treibeisfläche in nörd- 
licher Richtung, was durch direkte Ausmessung des Weges 
auf der Eisfläche mittels Zyklometern oder Triangulierungen 
unter Zuhilfenahme des Kompasses konstatiert werden kann. 
Nach Aufhellung des Himmels oder Sichtbarwerden des Landes 
bemerkt dieselbe, daß ihre geographische Geschwindheit ö 
während dieser Zeit östlich gerichtet war und H = 4 km pro 
Stunde betrug. Hieraus folgt, daß das Treibeis gegen das 
Land sich verschob und zwar gegen dasselbe die Geschwind- 
heit t>j= 5 km in südöstlicher Richtung hatte. 

110. Geometrische Addition von Relativbeschleunungen, Die 
vektorische Fluxion der Relativgeschwindheit r> zweier Körper, 
deren Relativgeschwindheiten gegen einen dritten Körper ti^ 
und t>i seien, nennt man ihre Relativbeschleunung g. Da 

fl = 6 = 62 - ^^1 - fla — fli ^ 

so ist die Relativbeschleunung zweier Körper gleich der 
vektorischen Diffierenz ihrer Relativbeschleunungen gegen einen 
dritten Körper. 
Ferner folgt 

82 ~ 8 + 81 • 

Das heißt die Relativbeschleunung jg des ersten und 
dritten Körpers ist gleich der vektorischen Summe der Relativ- 
beschleunungen g (des ersten und zweiten) und g^ (des zweiten 
und dritten Körpers). Diese rein geometrische Operation kann 
man als die Zusammensetzung von Relativbeschleunungen 
bezeichnen. 

111. Addition partieller Beschleunungen, Eine wohl von 
dieser Addition der Relativbeschleunungen zu unterscheidende 
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wichtige nnd keineswegs vorauszusehende physikalische Tat- 
sache ist die Addition zweier durch zwei verschiedene um- 
stände bestimmten partiellen Beschleunungen desselben 
Körpers. 

Man kann die Umstände, welche die wirkliche Be- 
schleunung bestimmen, oft in zwei Gruppen teilen, von welchen 
jede eine andere Beschleunung g^ und g, bestimmen würde, 
wenn sie allein vorhanden wäre, was aber nicht der Fall ist 
Diese partiellen Beschleunungen g^ und g^ sind also niemals 
vorhanden, noch weniger hat sie der Körper gleichzeitig, sie 
sind überhaupt keine Beschleunungen, sondern Vektoren anderer 
Art, mit Hilfe deren sich aber einfach aussagen läßt, welche 
wirkliche Beschleunung der Körper hat. 

Es brauchte nun zwischen diesen partiellen und der wirk- 
lichen Beschleunung überhaupt kein Zusammenhang zu bestehen, 
noch weniger kann man a priori sagen, daß dieser 
Zusammenhang ein universeller ist, sondern wenn die- 
selben partiellen Beschleunungen g^ und gg eines Körpers 
einmal durch elastische Umstände^ ein zweites Mal durch 
magnetische Umstände gefordert würden, so könnte die wirk- 
liche Beschleunung des Körpers in beiden Fällen ganz ver- 
schieden sein. 

Es ist dies aber nicht so, sondern es besteht das Gesetz, 
daß die wirkliche Beschleunung die vektorische Summe 
aller partiellen Beschleunungen ist. 

Alle Beobachtungen bestätigen dieses Naturgesetz, dessen 
Einfachheit eine wichtige Stütze der Beschleunungstheorie 
bildet, und dessen Gültigkeit als eine ideal genaue an- 
genommen wird. 

Wo man eine Abweichung von diesem Gesetze bemerkt, 
muß man schließen, daß noch Umstände unbeachtet geblieben 
sind, welche eine weitere partielle Beschleunung bestimmen 
würden, weim sie allein vorhanden wären. 

118. Als Beispiel der vektorischen Summierung partieller 
Beschleunungen betrachten wir das Kegelpendel. Der Körper a 
(Fig. 22) bewegt sich in einem horizontalen Kreis vom Radius r 
mit der Umlaufszeit t und ist durch einen gespannten Stiel 
oder Faden von der Länge / mit dem Auf hängepunkte o ver- 

J au mann, Bewegungslehre. 5 
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btmden, welcher die Höhe h über der Bahnebene hat. Er 
hat nicht die Schwerebescblennung g^j aber er würde sie haben, 
wenn der Faden / nicht vorhanden wSxe. Dieser würde die 
elastische Beschlennung g^ bestimmen, wenn der Körper nicht 
schwer wäre. Die wirkliche Beschlennung g des Körpers ist 
die in die negative Eichtung des Radius fallende Zentral- 

beschlennung, und es ist 

Aus der Ähnlichkeit 
dieses Vektorendreiecks mit 
ö« dem Dreieck rlk folgt: 

und da 





9=-^ 



so muß 



-2;rl/A 
V 9o 



sein, d. h. die Bahnebene 
Fig. 22. liegt desto höher, je kleiner 

die ümlaufszeit ist. Da h 
nicht größer als die Länge / des Aufhängefadens sein kann, 
so ist diese Bewegungsform nur möglich, wenn die Umlaufs- 
zeit kleiner ist als die Schwingungsdauer desselben Pendels in 
vertikaler Ebene. 

113. Zweites Beispiel, Man kann das Gesetz einer 
Schwingung sehr genau bestimmen, indem man einen zweiten 
Körper Schwingungen von gleicher Dauer in einer senkrechten 
Bichtung ausführen läßt und die relative Bahn des ersten 
gegen den zweiten Körper, d. i. die Änderung ihrer vektorischen 
Distanz, beobachtet 

Es ist aber sogar möglich, zwei Schwingungen, welche 
derselbe Körper ausfuhren kann, zu einer möglichen Schwingung 
desselben zusammenzusetzen, doch fordert dies ein ganz spezielles 
Beschleunungsfeld. 

Die Versuchsanordnung ist dieselbe wie in 80. Doch be- 
rücksichtigen wir nun die Schwerebeschleunung. Der Körper a 
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liftugt aü lauern Faden, welcher duaroh die Ose o (Fig. 23) 
durcUauft toid in eine elastische Feder übergeht Br kaBca 
ohne Änderung der Ausdehnung der Feder als Pendel in 
horizontaler Richtung schwingen, oder auch ohne Biegung des 
Fadens eine vertikale elastische Schwingung ausfahren. Die 
Anordnung ist so getroffen, daß, wenn die Feder ungespannt 
ist, der Körper gerade bei der Ose sich befindet, daß also 
die Pendellänge der Ausdehnung der Feder im Buhefalle 
gleich ist Dann ist für jeden 
beliebigen an diese Pendel« 
feder gehangenen Körper a die 
Schwingungsdauer der horizon-* 
talen Pendelschwingung gleich 
jener der vertikalen elastischen 
Schwingung, was wir sogleich be- 
weisen werden. 

Bezeichne I den Vektor, 
welcher von dem bewegten Körper a 
zu dem B'ixpunkt o reicht, so ist 
derselbe stets gleich der Aus- 
dehnung der Feder, also gleich- 
gerichtet und proportional der 
partiellen Beschleunung, welche 
durch die Spannung der Feder ^ 
bestimmt wird. Bezeichne I^, einen \ 
vom Fixpunkt o vertikal nach ab- 
wärts gerichteten Vektor, welcher 
der Schwerebeschleunung propor- 
tional sei. Den Pfeilpunkt a^ 
desselben nennen wir aus einem weiter unten au&uklärenden 
6runde den Buhepunkt. Dann muß der von diesem Buhe- 
punkte a^ zu dem bewegten Körper reichende Radiusvektor r 
der wahren Beschleunung desselben stets proportional und 
entgegengerichtet sein. 

Hier haben wir also wirklich jenes Beschleunungsfeld, 
welches wir in 80. imd 105. vorausgesetzt, dort aber nur mit Ver- 
nachlässigung der Schwerebeschleunimg hergestellt haben. Nur 
liegt der Mittelpunkt des Feldes nicht im Punkte o, sondern 
im Ruhepunkte a^. 




/ 



/ 



Fig. 23. 
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Aus dem beschriebenen Beschlennungsdreieck folgt für 
die Größe der wahren Beschleunung g des Körpers die 
Proportion 



9^ 






Der Körper kann also in jeder durch das Zentrum a^ 
gehenden Geraden eine Sinusschwingung mit der Schwingungs- 
dauer 




ausführen. 

Dieses Beschleunungsfeld, in welchem die Beschleimung 
dem Radius proportional ist, hat die ganz spezielle Eigen- 
schaft ^ daß die Projektion einer möglichen Bewegung des 
Körpers auf einen Badius selbst eine mögliche Bewegung ist^ 
weil die Projektion der Beschleunung des Körpers in diesem 
Falle nicht nur wie selbstverständlich die Beschleunung der Pro- 
jektion des Körpers ist, sondern die partielle*Beschleunung 
des Körpers, welche er hätte, wenn er sich an der 
Stelle seiner Projektion befinden würde. 

Umgekehrt kann man zwei beliebige mögliche Schwin- 
gungen in zwei radialen Bichtungen derart zu einer mög- 
lichen Bewegung des Körpers 
zusammensetzen, daß der Radius- 
vektor der resultierenden Be- 
wegung stets die vektorische 
Summe der Entfernungen der 
geradlinig schwingenden Punkte 
vom Zentrum ist. Da die gerad- 
linigen Schwingungen sämtlich 
dieselbe Schwingungsdauer 
haben, so wird jede mögliche 
Bewegung die gleiche Um lauf s- 
dauer haben. Die Bahnkurve 
muß symmetrisch sein in bezug auf das Zentrum a^. Wählt 
man die Achsen y, x eines Koordinatensystems als Bichtungen 
der Partialschwingungen, so lautet die Gleichung dieser gerad- 
Unigen Schwingungen 




Fig. 24. 
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y = ö sin — t 



:s=asm I — t +(p] . 



Die Eonstante (p heißt der PhasenwinkeL b und a sind 
die Amplituden der Partialschwingungen. x und y sind gleich- 
zeitig die Koordinaten des in der ebenfalls möglichen resul- 
tierenden Bewegung befindlichen Körpers. Die allgemeine 
Bahn desselben ist also eine elliptische. 

114« Gegenseitige Aufhebung partieller BeschUunungen. Ein 
Körper, welcher gleichzeitig zwei Bedingungen unterworfen ist, 
welche für sich allein gleiche aber entgegengesetzte Be- 
schleunungen bestimmen würden, bewegt sich unbeschleunigt 
weiter. War er unbewegt, so verharrt er in Buhe. Man sieht 
diese gegenseitige Aufhebung zweier Beschleunungsbedingungen 
an jedem an einer elastischen Feder hängenden oder auf einer 
elastischen Unterlage ruhenden Körper. Es ist dies eine sehr 
charakteristische Auffassungsweise der Beschleunungstheorie. 
Um in einem solchen Falle, wo überhaupt keine Bewegung 
und oft keine deutliche Deformation der Unterlage stattfindet, 
doch mit aller Bestimmtheit zwei genau gleiche, wenn auch 
nur partielle Beschleunungen anzunehmen, deren vektorische 
Summe die wahre Beschleunung Null des Körpers ergibt, muß 
man von der ideal genauen Gültig- 
keit der Gesetze der Beschleunungs- 
theorie und der Unmöglichkeit, 
diesen Buhefall anders im System 
unterzubringen, ganz überzeugt sein. 

Als Beispiel betrachten wir 
das Tangentenpendel. Ein Eäsen- 
stückchen a hängt an einem Faden. 
E^ nebenanliegender Magnet würde 
ihmeinehorizontaleBeschleunungg^ 
erteilen, wenn es frei und nicht 
schwer wäre. Hierzu kommen noch 

die partiellen Beschleunungen g^ des freien Falles und g, der 
.Fadenspannung. Die yektorische Summe dieser drei partiellen 
Beschleunungen muß Null sein, wenn das Eisenstückchen in 
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Buhe bleibt Ist dann ^er Faden um den Winkel a ans der 
Vertikalen abgelenkt^ so folgt aus dem Beschleunungsdreieck: 

Man kann sonach durch Ausmessung des Ablenkungs- 
ifinkels tz die GröBe der magnetischen Beschleunuiig g^ be- 
stimmen. 



5. Die absoluten Besohleunungen. 

115. Die Sterne sind Lichtpui^kte, welche in unregjslr 
mäßiger aber fast ud veränderlicher Anordnung überdMi Himmftl 
zerstreut sind. Man stellt ihren Ort durch Zentralprojektiou 
auf eine große Eugelfläche aus deren Mittelpuukte, dem Baobr 
achtungsorte^ dar^ und nennt diese Fläche die Himnuelskuge^ 
des Beobachtungsortes. Es bedarf nur weniger Minuten Auf- 
merksamkeit^ um mit freiem Auge zu bemerken, daß die Stemp 
in lebhafter und gemeinsamer Bewegung begriffen sind. Si/^ 
beschreiben Ereisbahnen von paralleler Ebene auf der Himmel^- 
kugel (die Deklinationskreise derselben) und voUeDden dieselbe^ 
in fortdauernder überaus gleichmäßiger Bewegung innerhalb 
23^ 56' (eines Stemtages). Die Achse dieser !ß.otation der 
Himmelskugel heißt die Weltachse, sie ist für jeden BeobachtungSr 
ort auf der Erde gegenwärtig ungefähr gegen den Stern a ursaß 
minoris (Polarstem) gerichtet^ woraus folgte daß sich die Sterne 
wie ungeheuer weit entfernte Körper auf die Himmelskugdfi 
der verschiedenen Beobachtungsorte projizieren. Diese Un^- 
wälzung des Sternhimmels liefert uns das beste Zeitmaß. ^ 

116. Kugelgestalt der • Erde. Die Sehwererichtung (Lot- 
richtung, Zenithrichtung) steht überall auf der Meeresoberfläche 
und auch auf der Erdoberfläche^ soweit sie nicht bergig ist, 
senkrecht. Als Polhöhe bezeichnet man den Winkel, welchen 
die Weltachse mit der auf der Schwererichtung s^ikreehten 
Ebene, der Horizontalebene des Beobacfatungsortes bildet. Die 
Ebene dieses Winkels heißt die Meridianebene, die horizontale 
Q^rade dierselben gibt die Nord- Südrichtung an. Es war 
bereits im Altertume bekannt, daß die Polhöhe an verschiedenen 
Orten der Erde verschieden ist und Hipparch (130 v. Chr.) 
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baute hieraof das geographische Eoordinaten^stem auf. Geht 
man in der ICeridianrichtaiig nach Norden, so mmmt die Pol- 
höhe proportional dem ztirückgelegten Wege zu, und zwar um 
1^ pro 110 km. Da der großen Entfernung der Sterne wegen 
die Weltachsen Terschiedener Beobachtungsorte parallel sind, 
so sind die Horizonte zweier Orte, welche in 110 km Ent- 
fernung im selben Meridian liegen, um 1^ gegeneinander ge- 
neigt und ihre Schnittlinie hat west-östliche Richtung. Die 
Meridianlinien auf der Erdoberfläche sind also große Kreise 

yon ?^ . 1 10 km = 6300 km Radius, 

AUe Orte, welche gleiche Polhöhe haben, bestimmen eine 
Breitenlinie. Diese steht senkrecht auf den Meridianen. An 
allen Orten desselben geographischen Meridians kulminieren 
dieselben Sterne gleichzeitig, d. h. sie passieren gldchzeitig 
die Meridiai^ebene. In Orten, welche auf unserer Breitenlinie 
von 50^ Polhöhe liegen, gehen die Sterne desto später auf 
und kulminieren desto später, je weiter westlich derBeobächtungs- 
ort liegt, und zwar um je ^hf Stemtag später für je 77 km 
westlicher Entfernung. Hieraus folgt, daß diese Breitenlinie 

ein Kreis von -— -.77 = 4200 km Radius ist. 

271 

Sind die Verhältnisse, wie sich dies bestätigt, auf d^ 
ganzen Erde ähnliche, so sind alle Breitenlinien Kreise, die 
Erde hat eine Rotationsform, die Erdachse ist den Weltachsen 
parallel. Da die Meridiane Kreise von 6300 km Radius sind, so 
ist die Erde eine Kugel von gleichem Radius. Am Äquator 
kulminieren die Sterne um -^ Stemtag später für je 110 km 
westlichere Lage. 

Da im Mittelalter noch keine eigentlichen Uhren bekannt 
und die Moiidfinstemisse wenig studiert waren, konnte die 
indische mit der europäischen Zeit nicht verglichen werden 
und deshalb war man in bezug auf die geographische Länge 
Ostindiens auf die unsicheren Entfemungsschätzungen der 
Araber angewiesen. Behaim setzte auf seinem Globus Ost- 
indien in die Länge, welche tatsächlich Westindien hat Tos«- 
canelli (1480) faßte die Idee, gegen Westen nach Ostindien 
zu fahren, also die Idee der Erdumsegelung, und überredete 
Chr. Golumbus zu diesem Wagnis. 
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117. Da man nun die Gestalt und die Dimensionen der 
Erde kennt, so ist eine Basis gewonnen, von welcher aus die 
Entfernung der himmlischen Objekte beurteilt werden kann. 
Doch zeigt sich, daß diese Entfernungen zu groß sind, um von 
.einer Basis von nur einigen tausend Kilometern aus meßbar 
zu sein. Nur der Mond ist nicht zu weit entfernt. Wenn 
derselbe von Wien aus betrachtet ein wenig südlich vom 
Himmelsäquator steht, so erscheint er von Kapstadt aus ein 
wenig nördlich von demselben imd zwar beträgt diese (parallak- 
tische) Verschiebung des Mondes gegen die Sterne l,3**=s0,022 
Bogenmaß. Da Kapstadt in gerader Linie 8500 km von Wien 
liegt, so beträgt die Entfernung des Mondes von der Ehrde 

^ = 384000 km. 

Bei Sonnenfinsternissen ist es anschaulich, daß die Sonne 
viel weiter entfernt ist als der Mond. Die Beleuchtungsphasen 
desselben zeigen, daß auch dieser kugelförmig ist. Bei Halb- 
mond sind Mond und Sonne um den Winkel von 89^ 51' von- 
einander getrennt, während vom Mond aus Erde und Sonne 
um genau 90^ getrennt erscheinen müssen. Nun kennt man 
eine große Basis, nämlich die EntfemuDg der Erde vom Mond 
und die beiden Winkel an derselben und kann hieraus die 
Entfernung der Sonne von der Erde bestimmen. Dieselbe be- 
trägt 149 Millionen Kilometer. Es gibt aber viel bessere auf 
der Beobachtung der Venusdurchgänge vor der Sonne und der 
Aberration des Stemlichtes beruhende Methoden zur Be- 
stimmung dieser Entfernung. 

118. Die Sonne steht zwischen den Sternen nicht ruhig, 
sondern bleibt hinter deren täglicher Bewegung zurück, und 
zwar im Jahre um einen Stemtag. Sie beschreibt im Jahre 
einen größten Kreis am Sternhimmel, die Ekliptik, dessen 
Ebene mit der Aquatorebene einen Winkel von 23® 28' bildet. 
Am 21. März steht die Sonne im absteigenden Knoten des 
Äquators, dem Frühlingspunkte, d. i. in dem Schnittpunkte, in 
welchem die Ekliplik von Süden nach Norden durch den 
Äquator tritt. 

Der Mond bleibt noch weiter hinter den Sternen zurück, und 
zwar in 27^/8 Tagen um einen Stemtag. Er zeigt in 29^2 Tagen 
den ganzen Zyklus der Beleuchtungsphasen und beschreibt 
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einen .größten Kreis am Sternhimmel, welcher fast mit der 
-EMiptik zusammenfällt, mit derselben einen Winkel von 6^ 
bildet. Im Winter/ wenn die Sonne tief steht, steht also der 
Vollmond hoch, im Sommer sind im Gegenteil die Tage lang, 
der Vollmond bleibt aber nur kurze Zeit über dem Horizont 
Die Kenntnis von fKnf Sternen (Planeten], welche zwischen 
den übrigen nicht ruhig stehen, reicht in vorhistorische Zeiten. 
Die inneren Planeten Merkur imd Venus bleiben immer in 
der Nähe der Sonne, die äußeren Planeten Mars, Jupiter und 
Saturn, zu welchen auch die in neuerer Zeit entdeckten Planeten 
Uran und Neptun gehören, können sich um 180* von der 
Sonne entfernen, so daß die Erde zwischen Sonne und 
Planet steht 

119. Bie Planetenbahnen. Die Bahnen der Planeten am 
Sternhimmel bleiben stets in der Nähe der Ekliptik, sind aber 
verwickelt gewunden und verschlungen. Das einfachste Bild zeigen 
die Bahnen der äußeren Planeten. Sie sind im wesentlichen 








Fig. 26. 
Saturn 1882—1884 
Stellung 1, am 1. November 1882 
2, am 1. November 1888 
8, am 1. November 1884 
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Fig. 27. 

e Ekliptik 
s Deferent 
E Epizjkel 
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epizyklisch (Fig. 2H) und setzen sich aus einer Fortsclireitung 
längs eines mit der Ekliptik nahezu zusammenfallenden größten 
Kreises, des Deferenten, und aus einer epizyklischen, aber 
elliptischen Kreisung zusammen (Fig. 27). 

Den Winkel des Deferenten mit der Ekliptik nennt man 
die Neigung der Planetenbahn. Die Schnittpunkte mit der 
Ekliptik heißen die Knoten der Bahn. Der Umlauf längs des 
Deferenten findet rechtläufig, d. h. im gleichen Sinne wie der 
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Sonnennmlanf statt. Den Umkuif vm den ganzen Himmel 
vollenden diese Planeten mit Terachiedener Umlanfszeit, isnd zwar 

Jupiter in 12 Jahren 

Saturn ,, 29 ,, 

Uran „ 84 „ 

Neptun „217 „ 
Die epizyklische Ellipse ist stets sehr schsaal. Ihr^ 
große Achse iet der Ekliptik parallel und hat für jeden 
Planeten einen anderen konstauten Wert; und zwar ist die 
halbe große Achse des Epiasykels f&x 

Jupiter 10<> 56'= -^ Bogenmaß 



Saturn 6^ 0' = 
Uran S*' 3'= 



1 



9,54 
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Neptun 1<>35'- 3^^^ 

Die kleine Achse der epizyklischen Mlipise ist desto größer^ 
je weiter entfernt der Planet von der Ekhptik ist In der 
Nähe der Knoten ist sie Null. Die elliptische Kreisung findet 
nördlich und südlich von der Ekliptik in entgegengesetztem 
Umlaufssinne statt. 

Diese sehr verschieden geformten epizyklischen Ellipsen 
werden aber von allen äußeren Planeten in derselben Zeit 
durchlaufen, und zwar in jener Zeit, in welcher auch die Sonne 
um die Erde läuft, in einem Jahre. 

130, Bcus Kopemikardsche System. Dieser letztere Umstand 
brachte Nik. Kopernikus (1500) auf den Gedanken, daß der 
epizyklische Umlauf der äußeren Planeten eine Bewegung sei, 
welche diese Planeten mit der Sonne gemeinsam haben, die 
Fortschreitung der Planeten im Deferenten aber eine Kreis- 
bewegung derselben um einen in der Nähe der Sonne liegen- 
den Punkt sei. 

Die Bahn der inneren Planeten läßt sich in gleicher Weise 
zerlegen. Hier findet aber der Umlauf im Deferenten in einem 
Jahre statt, während die epizyklische Kreisung mit den Um- 
laufszeiten 

Merkur 0,24 Jahre 

Venus 0,62 „ 
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eHo^ Im Mittdpunkt des E^izykelB steht immer die Sonne 
(JUg. 28 und »% 29). 

Alle Planeten bewogen sich in Ereisen mit den angegebenen 
Umlau&zeiten um die Sonne. Eine andere Belativbewegung 
haben die Planeten gegen die Sonne nicht. Das ganze System 
kreist also jährlich trauslatiY mit der Sonne, d. h. jeder Planet 
beschreibt noch jährlich ejiien Kreis, welcher kongruent und 
parallel gelegen ist zu der Sonnenbahn. Dieser Kreis erscheint 
Ulis bei den äußren Planeten als Epizykel, bei dem inneren 
als Deferent. Daraus kann man erkennen, daß die inneren 
Planeten der Sonne sehr nahe bleiben müssen, die äußeren 
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Fig. 28. 

Venus 187S 
Stellong 1, am 5. Mai 

2, am 14. Juni 

3, am 3. August 
„ 4, am 12. September 
S Sommersolstitium. 
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Fig. 29. 

Merkur 1S62 
Stellung 1, am 28. Mftrz 
2, am 1. Juni 
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Planeten aber so weit entfernt sein müssen, daß ihre mächtige 
epizyklische Ijjreisuj^g als eine kleine Ellipse erscheint. 

121« Dimensionen de» Weltraumes, Wie bereits erwähnt, 
gibt es kein direktes Mittel, die Entfernung der Planeten zu 
messen. Aus der Kopemikanischen Hypothese folgt aber auch 
die räumliche Konfigiiratiön des Planetensystems, während 
man yor Kopernikus nur die Projektion desselben auf den 
Himmel kannte. Wenn es richtig ist, daß die Epizykel aller 
äußeren Planeten kongruente Kreise sind, dann sind die- 
selben desto weiter von der Sonne entfernt, je kleiner die 
große Achse der epizyklischen Ellipse ist Diese sind in 119. 
angegeben. Der Winkel in Bogenmaß, unter welchem uns 
diese halbe große Achse erscheint, gibt das Verbältnis des 
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Halbmessers der epizyklischen Kreisbahn des Planeten^ welche 
gleich dem Badius der Sonnenbahn ist, zu der Entfernung 
des Planeten von der Sonne an. Es ist also 

Jupiter 5,2 mal 
Saturn 9,54 „ 
Uran 19,18 „ 
Neptun 36,1 ,, 
so weit von der Sonne entfernt, als diese Ton der Erde. 

In neuerer Zeit konnte man nachweisen, daß einige Fix- 
sterne ebenfalls epizyklische Ellipsen beschreiben, deren große 
Achse der Ekliptik parallel und deren Exzentrizität desto 
kleiner ist, je weiter sie von der Ekliptik entfernt sind. In 
der Nähe des Poles der Ekliptik haben diese parallaktischen 
Ellipsen der Fixsterne Ereisform, in der Nähe der Ekliptik 
fähren die Sterne geradlinige, der Ekliptik parallele Schwingungen 
aus. Nördlich von derselben kreisen sie im Sinne, südlich 
gegen den Sinn des Uhrzeigers. Die Umlaufszeit in diesen 
fiir verschiedene Sterne sehr verschieden großen, aber immer 
sehr kleinen parallaktischen EUipsen beträgt genau ein Jahr. 

Nach B es sei (1838) ist die halbe große Achse der parallak- 
tischen Ellipse für den Stern cc Centauri gleich 0,8" =^1^^^^^^ 
Bogenmaß. Dieser Stern ist also 265000 mal so weit von uns 
als die Sonne und ist noch einer der nächsten Fixsterne. 
Diesen verblüffenden Distanzmessungen liegt die berechtigte 
Annahme zugrunde, daß die parallaktischen Ereisungen der 
Sterne in Bahnen erfolgen, welche der Sonnenbahn kon- 
gruent sind. 

Die SoDDe, die Planeten und die Sterne bilden ein System, 
welches jährlich eine translative Kreisbewegung von ungeheurem 
Eadius gegen die Erde ausfuhrt und sich außerdem täglich um 
die Erdachse dreht. 

132. Heliozentrische Geschwindheiten, Bis dahin bot sich 
das geographische (geozentrische) Koordinatensystem am natür- 
lichsten zu jeder Ortsbestimmung dar. Man bezog alle Distanz- 
messungen auf einen fest mit der Erde verbundenen Punkt, 
und alle Bichtungsmessungen auf fest mit der Erde verbundene 
Richtungen. Kopernikus lehrte aber ein zweites System von 
hoher Bedeutung und unendlicher Ausdehnung, nämlich die 
Sonne mit den Fixsternen, kennen, in welchem sich Richtungen 



Di^ absoluten BeschleuBungen. 77 

mit großer Genauheit festlegen lassen und dessen Dimensionen 
hinreichend bekannt sind. Es entstand nun die Frage; ob es 
nicht besser sei^ die Orts- und Geschwindheitsangaben auf 
dieses^ das heliozentrische System, zu beziehen. Es macht 
dies einen scheinbar ungeheuren Unterschied, denn die beiden 
Systeme haben gegeneinander keine feste Lage, sondern eitie 
mächtige jährliche Ereisung und eine tägliche Botation. Daß 
es vorteilhaft ist, die astronomischen Bewegungen auf das 
heliozentrische System zu beziehen, konnte nie bezweifelt 
werden. Denn in diesem System stehen die Sonne und alle 
Sterne ruhig und die Planeten führen einfache Kreisbewegungen 
um die Sonne aus, während alle diese Bewegungen vom 
irdischen Standpunkt aus verwickelt erscheinen. Anders, wenn 
man terrestrische Bewegungsvorgänge im heliozentrischen 
System darstellen will. Es war vor Aufstellung der Galil ei- 
schen Bewegüngstheorie nur den kühnsten Denkern möglich, 
dem Augenschein und dem nüchternen Verstände entgegen den 
Wert der Vorstellung zu erraten, daß auch in physikalischer 
Beziehung der Himmel ruhend und die Erde bewegt sein 
könnte. 

133. Absolute Beschleunungen. Jedenfalls hat die Frage, 
ob die Bewegungsgesetze für die auf das heliozentrische oder 
geozentrische System bezogenen Beschleunungen gelten, eine 
hohe theoretische Bedeutung. Um die Geschwindheiten handelt 
es sich hierbei gar nicht, da diese nicht durch direkte Gesetze 
bestimmt sind. Deshalb ist der Unterschied der in beiden Fällen 
zu erwartenden Erscheinungen nicht so groß wie die astro- 
nomischen Geschwindheiten, sondern nur so klein, wie die sehr 
unbedeutenden astronomischen Beschleunungen. Es er- 
fordert sehr feine Messungen, um diesen Unterschied überhaupt 
bemerken zu können. Dieselben gelangen zum Teil erst im 
19. Jahrhundert und entschieden für das heliozentrische 
System. Die Beschleunung der Körper, bezogen auf ein in 
Fixsternen festgelegtes Koordinatensystem, wird durch ein- 
fache Gesetze bestimmt Die drei hiefür sprechenden Beob- 
achtungen wollen wir in historischer Eeihenfolge anführen. 

134. Die absolute Fallbeschleunung. Huyghens erfand 
(1660) die Pendeluhr. Picard sagte (1671) voraus, daß das- 
selbe Pendel am Äquator langsamer schwingen müsse als bei 
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uns. Richer (1672) fand tfttsädüichy daß eine Pendeluhr (bei 
gleicher Temperatur) am Äquator langsamer geht als in 
unseren Breiten. Die Eelativbeschleunang, mit weldier die 
Körper gegen den Erdboden fallen, ist hiernach am Äquator 
um 3,4 cm/sec kleiner als an den Erdpolen. Hieraus erkannte 
Hxiyghens, daß sich das Fallgesetz nicht auf die geozentrische, 
sondern auf die heliozentrische oder absolute Beschleunung 
bezieht Diese absolute Fallbeschleunung ist auf der ganzen 
Erdoberfläche nahezu gleich und zwar ^^ » 982 cm/sec^ und 
überall gegen den Erdmittelpunkt gerichtet. Da aber die Erd-* 
Oberfläche eine Kreisbewegung ausfuhrt mit dem Eadius 

r = Ä cos q> , 

worin r der Erdradius und (p die Polhöhe des Beobachtungs- 
ortes ist, so hat jeder terrestrische Fixpunkt in der Nähe des 
ßeobachtungsortes die absolute ZentralbeschleunuDg 

^j = g- jB cos ()p = — 3,4 cos 9p cm/sec^ 

worin r = 86400 sec (ein Tag) ist. Diese Zentralbeschleunung 

ist senkrecht gegen die Erdachse gerichtet. 

Die terrestrische Beschleu- 
nung ff^Q des freien Falles ist die 
Belati vbeschleunung des fallen- 
den Körpers gegen den Erd- 
boden. Ihre Bichtung ist die 
Lotrichtung. Sie ist die vek- 
torische Differenz der absoluten 
Beschleunung des Körpers und 
der absoluten Beschleunung des 
Erdbodens 

fl'o ~ 8o - 9i • 

Die terrestrische Fallbeschleunung ist also nicht senkrecht 
gegen die Erdoberfläche gerichtet und am Äquator kleiner als 
am Pol. Auf jenem hat sie den Wert 

ff'^ = ffQ— 8,4 cm/sec* = 978,6 cm/sec^ 

125. Die Bahn des freien Falles. Ein aus großer Höhe 
ohne (terrestrische) Anfangsgeschwindheit herabfallender Körper 
kann nicht in der Lotrechten fallen. Er hat nämlich zu Be- 
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g&m seiner Bewegofig die große horizontale absolute Öesehmnd^i' 
h^ welche durch (fie Botation der Erd« bedangt ist, und 
wird sieh in ei^er Ellipse bewegen^ deren Scheitel im Anfangs- 
punkte seiner Bahn liegt. Diese Ton Format herrührende 
Bahnbereehnang regte Newton zu seinen Berechnungen der 
genauen Form der Planetenbahnen an. Die elliptiBche Bahn 
des frei . fallenden Steines unterscheidet sich bedeutend von 
einer Geraden. Da aber aoch der Beobachtangsort die Erd- 
rotaticm mitmacht^ ist dieser Unterschied kaum zu erkennen. 
Die Spitze eines 183 m hohen Turmes hat (am Äquator der 
ik^de) eine ton nur 1 cm/sec größere Oeschwindheit als der 
Boden. Ein frei fallender Stein braucht 6 sec, um die Höhe 
zu durch&llen. Er fällt tatsädilich nicht in einer geozentrischen 
Lotrechten, sondern in einer Parabel und weicht 6 cm gegen 
Osten ab, wie verschiedene Physiker zu Beginn des 19. Jahr- 
hunderts konstatiert haben. 

136. Das Foucaultsche Pendel. Am Erdpol wird ein 
schwingendes Fadenpendel, dessen oberer Drehpunkt durch 
eine feine cardanische Aufhängung gebildet wird, durch kein 
Gesetz irgendwie an eine bestimmte Orientierung gegen die 
Erde gebunden, sondern die Richtung seiner Schwingungsebene 
muß im heliozentrischen System eine feste sein, sich also in 
bezug auf die Erde drehen und in einem Stemtag den Umlauf 
vollenden. In unseren Breiten dreht sich die Schwingungs- 
ebene eines solchen Pendels im selben Sinne (Foucault 1851), 
vollendet aber, wie vorauszusehen war, einen ganzen Umlauf 
erst in 32 Stunden. In derselben Weise dreht sich die hori- 
zontale Achse eines frei aufgehängten rotierenden Kreisels. 



6. Das Gravitationsfeld. 

137. Eopernikus hielt die auf die ruhend gedachte 
Sonne bezogenen Planetenbahnen für schwach exzentrische 
Kreise. Die Entfernung der Planeten von der Sonne ist 
nämlich nicht völlig konstant. Am stärksten exzentrisch ist 
die Merkurbahn. In Sonnennähe (im Perihel) ist der Merkur 
0,35, in Sonnenfeme (im Aphel) 0,54 Erdbahnradien von der 
Sonne entfernt Die Bahnen der Venus und des Neptun haben 
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die kleinste Exzentrizität, sie sind von Kreisen, in deren Mittel« 
punkt die Sonne steht, kaum zu unteracheiden. Die Bahnen 
der zahlreichen, größtenteils zwischen Mars und Jupiter kreisen- 
den Planetoiden haben aber zum Teil große Exzentrizität 

IdS* Die Planeten durchlaufen ihre exzentrische Bahn 
nicht mit gleichförmiger Geschwindheit, sondern bewegen sich 
im Perihel merklich rascher als im Aphel. Am deutlichsten 
ist dies bei Merkur. Jene Planeten, deren Bahn wenig 
exzentrisch ist, bewegen sich in derselben mit viel gleich* 
förmigerer Geschwindheit. 

In folgender Tabelle ist die Marsbewegung angegeben. 
Es bedeutet r die variable Entfernung des Mars von der 
Sonne (in Erdbahnradien), to die Geschwindheit seiner Projektion 
auf eine Himmelskugel, deren Mittelpunkt in der Sonne liegt 
(in Bogensekunden pro Tag), w r seinS'i^tamx^ treschwindheit v 
(in Erdbahnsekunden pro Tag) für verschiedene Punkte seiner 
Bahn. 



Mars 


Datum 


r 


tv 


wr — V 


icr^ — vr 


im Aphel 
im Perihel 


1.5. 1867 

1.9. 1867 

1.12. 1867 

1.4. 1868 


1,665 
1,580 
1,466 
1,882 


1574 
1745 
2080 
2285 


2620 
2760 
2980 
3171 


4868 
4359 
4360 
4363 



Man erkennt das Anwachsen der Geschwindheit v des 
Planeten bei Annäherung an die Sonne. Das in der letzten 
Spalte der Tabelle angegebene Produkt v*r bleibt aber hierbei 
merklich konstant Dieses Produkt stellt den vom Radius- 
vektor r in zwei Tagen durchstrichenen Flächenraum dar, 
wobei die Basis dieses Dreiecks in Sekundenlängen des Erd- 
bahnkreises, die Höhe desselben in Erdbahnradien ausgedrückt 
ist Gleiches fand Kepler für alle Planeten: Der von der 
Sonne zu einem Planeten reichende Radiusvektor 
durchstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flächen. 

Hieraus folgt für uns unmittelbar (nach 82.), daß die 
absolute Beschleunung des Planeten trotz der exzentrischen 
Bahn desselben stets nach der Sonne gerichtet ist 

129* Es ist bewunderungswürdig, daß Kepler, dem selbst 
die Galileische Bewegungstheorie ganz unbekannt war, diesem 
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Gesetze eine so treffende Fassung gab, durch welche die 
Theorie der Zentralbewegung wesentlich gefordert wurde. 

Die leichter aufzufindende Beziehung der Größe der 
Geschwindheit der Planeten zu ihrer Entfernung von der 
Sonne entging jedoch Kepler^ wodurch die Entdeckung des 
Gravitationsfeldes verzögert wurde. 

Die zahlreichen und für ihre Zeit vortrefflichen Messungen 
von Planetenpositionen, welche Tyge Brahe hinterließ und 
welche Kepler seinen Untersuchungen zugrunde legte, hätten 
ihm gestattet, auch die universelle Beziehung zwischen dem 
Quadrat der Geschwindheit der Planeten und ihren reziproken 
Abstand von der Sonne zu finden, welche zusammen mit dem 
Flächensatz die Planetenbewegung völlig bestimmt. 

Die folgende Tabelle gibt beispielsweise für einige Mars- 
orte die Entfernung r des Mars in Erdbahnradien und seine 
absolute Geschwindheit v in Erdbahnradien pro Jahr. Die 
letzte Spalte der Tabelle zeigt, daß der Wert 



1?2- 



Sn^ 



= c 



konstant ist. 



Mars 


Datum 


r 


V 


c 


im Aphel 
im Perihel 


1.5. 1867 

1.9. 1867 

1.12. 1867 

1.4. 1868 


1,665 
1,580 
1,466 
1,382 


4,65 
4,90 
5,32 
5,61 


- 25,68 

- 25,75 

- 25,70 

- 25,67 



Hierdurch ist nun das Beschleunungsfeld der Marsbewegung 
bestimmt Dasselbe fällt völlig mit den in gleicher Weise 
bestimmten Beschleunungsfeldern der anderen Planeten zu- 
sammen. 

130. Statt dessen stellte Kepler das Gesetz der Um- 
laufszeiten auf und erkannte die genaue Form der Bahn 
der Planeten. Dieselben bewegen sich in Ellipsen, in 
deren einem Brennpunkte die Sonne steht. Die folgende 
Tabelle gibt die Bahnelemente der Planeten an. Hierin be- 
deutet r den mittleren Bahnradius, e die numerische Ex- 
zentrizität, n die Länge des Perihels (den Winkelabstand der 
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großen Achse der elliptischen Bahn vom Frühlingspunkte), 
i die Neigung der Bahnebene gegen die Ekliptik^ Q die Länge 
des aufsteigenden Knotens, in welchem der Planet von Süden 
nach Norden durch die Ekliptik tritt. 





r 


e 


TT 




i2 


Merkur 


0,89 


0,21 


75 <> 


70 0' 


470 


Venus 


0,72 


0,01 


129 


3023' 


750 


Erde 


1,00 


0,02 


100 • 


00 0' 


— 


Mars 


1,52 


0,09 


3830 


1051' 


48 


Jupiter 


5,20 


0,05 


120 


10 19' 


990 


Saturn 


9,54 


0,06 


900 


20 29' 


1120 


Uran 


19,18 


. 0,05 


168° 


0046' 


730 


Neptun 


86,15 


0,01 


500 


1047' 


1300 



Die Planetoiden, mehrere Hundert an Zahl, kreisen zwischen 
Mars und Jupiter, mit Ausnahme des Eros, welcher der Sonne 
näiher kommt als Mars. Ihre ümlaufszeiten liegen zwischen 
drei und acht Jahren. Die Exzentrizität ihrer Bahnen schwankt 
zwischen und 0,4, die Neigung derselben geht bis zu 34^. 

Man hat etwa 500 Kometen genauer beobachtet, von 
welchen viele in elliptischen, andere in parabolischen, viele 
auch in hyperbolischen Bahnen, in deren Brennpunkt stets 
die Sonne steht, umlaufen. Die Exzentrizitäten schwanken 
zwischen 0,4 bis 1,1, die Neigungen ihrer Bahnen zwischen 
und 360^. Auch die Periheldistanzen haben alle möglichen 
Werte. Etwa zwanzig von den in elliptischen Bahnen um- 
laufenden Kometen hat man mehrfach beobachtet, sie haben 
ümlaufszeiten von 3 bis 80 Jahren. 

181. Die Planeten sind ohne Zweifel kugelförmige Körper, 
so gut wie Erde und Mond. Starke Fernrohre lassen ihre 
Dimensionen und ihre OberflächenbeschaflFenheit erkennen. 
Die Kometen freilich sind größtenteils, aber nicht gänzlich 
eine körperlose Erscheinung. 

Kepler war lange Zeit bemüht, durch Zusammenstellung 
der Planeten in Eeihen zu zeigen, daß die Erde als dritter 
Planet in diese Eeihen gehöre. Von diesen Versuchen ist fiir 
uns das Gesetz der ümlaufszeiten von bleibendem Werte ge- 
worden. Die folgende Tabelle gibt den Bahnradius r der 
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Planeten und ihre Umlaufszeit an. Der Quotient r^/r^ ist 
konstant: Die Quadrate der ümlaufszeiten verhalten sich wie 
die dritten Potenzen der Bahnradien der Planeten. 



r 


T 


r» 




\ in Erdbahnradien 


in Jahren 


T« 




1 
Merkur . . . , 0,39 


0,24 


0,974 




Venus 








0,72 


0,62 


0,980 




jBrde . . 








1,00 


1,00 


1,000 




Mars . . 






1,52 


1,88 


0,992 




Jupiter 






5,20 


11,87 


1,008 




Saturn 






9,54 


29,46 


0,900 




Uran . 






. ' 19,18 


84,01 


0,985 




Neptun 


■ < 


-rx> 




36,15 


217,40 

1 1 


1,002 


1« 



133. Die absolute Beschleunung ff der Planeten ist die 
Zentralbeschleanung ihrer Kreisbewegung um die Sonne: 



ff=- 



4tn^ 



r. 



Das eben angeführte Gesetz der ümlaufszeiten: 

^8 — "'> 

worin k eine Konstante ist, wurde von Wren und Halley 
benützt, um die ümlaufszeit r zu eliminieren und die Zentral- 
beschleunung der Planeten als Funktion ihres Bahnradius r 
darzustellen: 

Die Zentralbeschleunung der Planeten ist dem 
Quadrate ihres Bahnradius verkehrt proportional. 

Um die Konstante k dieses Wren sehen Gesetzes in 
terrestrischen Maßen auszudrücken, müssen wir r und r für 
irgend einen Planeten, z. B. die Erde, in diesen Maßen an- 
geben. Der Erdbahnradius ist 

r^ = 1,49 X 10^3 cm. 

Die ümlaufszeit Tj der Erde ist 

Tj = 3,15 X lO^sec. 
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Hieraas folgt 

Ä = 4 = 3,36 X 10" cm'/sec«. 

Wir können nun die Zentralbeschleunung der Planeten 
in zweifacher Weise in cm/sec^ berechnen, und zwar nach dem 
Wren sehen Gesetz aus k und r, oder nach der Huyghe na- 
schen Gleichung aus r und x, und erhalten: 



471* 

9 = «-* 


471» 

9-- ,.r 








nach Wren 


nach Huyghens 


Merkur , 
Venus . 
Erde 










4,11 cm/sec* 

1,17 

0,591 


4,02 cm/see* 

1,15 

0,591 


Mars 










0,254 


0,252 


Jupiter . 
Saturn 
Uran 
Neptun . 










0,0221 
0,0070 
0,00167 
0,00041 


0,0228 
0,0065 
0,00165 
0,00041 



Die Übereinstimmung ist eine sehr gute, wenn man be- 
rücksichtigt, daß die extremen Werte sehr verschieden sind. 
Die Beschleunung des Neptun ist 10000 mal kleiner als die 
des Merkur. 

Die absoluten Beschleunungen der Planeten sind wie alle 
astronomischen Beschleunungen sehr klein. Die Zentral- 
beschleunung der Erde in ihrer heliozentrischen Bahn ist 
1660 mal kleiner als die Schwerebeschleunung. 

188. Die Beschleunung der Planeten ist nach dem Wren- 
schen Gesetz nur abhängig von ihrem Bahnradius, von ihren 
sonstigen Eigenschaften unabhängig. Dies brachte alle Physiker 
auf die Vermutung, daß die Beschleunung eines beliebigen 
Körpers im Weltraum von den Eigenschaften, auch von der 
Geschwindheit desselben unabhängig, eine universelle Funk- 
tion der Entfernung von der Sonne sei. Die für jeden Ort 
dieses ungeheuren Feldes vorausbestimmte Beschleunung nennt 
man die Gravitation. 

Den Beweis für die Richtigkeit dieser Vermutung zu er- 
bringen, war Isaak Newton vorbehalten. 
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Er zeigte, daß die elliptische Form der Planetenbahnen 
aus der Annahme folgt, daß ihre Beschleunung stets gegen 
die Sonne gerichtet ist und den Wert 

hat, worin r nun nicht mehr wie in dem Wrenschen Gesetze 
den mittleren Bahnradius ,des Planeten, sondern dessen 
variable Entfernung von der Sonne bedeutet, k aber der 
Eonstanten des Wrenschen Gesetzes gleichgesetzt werden 
kann, wodurch das Newtonsche Gesetz allgemeine Geltung 
für alle Planeten erlangt 

Die Bewegungsform der tausend Planetoiden und Kometen 
bestätigt die universelle Gültigkeit der Newtonschen Be- 
schleunungsverteilung. Dieses Gravitationsfeld hat das Potential 

(b) p=^- 

Die Newtonsche Rechnung haben wir schon in 106. mit- 
geteilt Aus derselben erklärt sich auch die hyperbolische 
Form mancher Kometenbahnen. 

Der schönste Erfolg der Kenntnis des Gravitationsfeldes 
ist, daß man die ganze Bahn eines Planetoiden oder period- 
ischen Kometen aus der Beobachtung eines kleinen Stückes 
derselben auf viele Jahre vorausberechnen kann. 

134. Beschleunung der Planetenmonde. Man bemerkt in 
der Nähe der Planeten wesentliche Abweichungen von diesem 
einfachen Gesetze der Gravitationsverteilung. Die Bewegungen 
der Planetenmonde finden nicht in Ellipsen statt, in deren 
Brennpunkt die Sonne steht, sondern sie sind in bezug auf den 
ruhend gedachten Planeten nahezu einfache Kreisbewegungen, 
im heliozentrischen System also Zykloiden. 

Die absolute Beschleunung eines Trabanten ist gleich der 
vektorischen Summe der Relativbeschleunungen gegen seinen 
Planeten und der Eelativbeschleunung des Planeten gegen die 
Sonne. Letztere wird, wie oben abgeleitet wurde, durch das 
Newtonsche Verteilungsgesetz mit großer Annäherung be- 
stimmt. 

Die Eelativbeschleunung g^ des Trabanten gegen seinen 
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Planeten ist aber die Zentralbeschleunang seiner relativen 
Kreisbewegung um diesen 



9i = 



47l' 



worin t die Umlaufszeit des Trabanten, r seine Entfernung 
von dem Planeten ist. Für unseren Mond ist r = 3,84 x 10^® cm 
und T = 27^ 7^ 43«^ = 2,36 x lO^sec. Die Relativbeschleunung 
des Mondes gegen die Erde ist also 

^1 == - 0,272 cm/secl 

185. Gravitationsfelder der Planeten. Von allen äußeren 
Planeten außer dem Neptun kennt man mehr als einen Mond. 
Mars hat zwei merkwürdig nahe und rasch umlaufende Monde, 
Jupiter hat flinf Monde, Saturn gar neun Monde und ist von 
einem merkwürdigen, wahrscheinlich aus zahllosen winzigen 
Monden bestehenden System : drei dachen, ebenen, frei schweben- 
den, etwas gegen die Ekliptik geneigten Eingen umschlossen. 

Innerhalb eines jeden dieser Trabantensysteme gelten für 
die Relativbewegung der Monde gegen den Planeten mit großer 
Annäherung die Kepler sehen Gesetze und also auch das 
Wrensche Gesetz. Doch hat die Konstante k dieses Ge- 
setzes für jedes dieser Trabantensysteme einen anderen Wert 

Die folgende Tabelle gibt als Beispiel die mittleren Ent- 
fernungen r der Jupitermonde (in Erdbahnradien) und ihre 
ümlaufszeiten t (in Jahren) an. Der Quotient r'/r^ = k, die 
Wrensche Konstante, hat nicht den Wert 1 wie im Planeten- 
system, sondern einen tausendmal kleineren, aber kon- 
stanten Wert 



Jupitermonde 


r 


T 




5. Mond 

1. Mond 

2. Mond 

3. Mond 

4. Mond 


0,00124 
0,00282 
0,00452 
0,00721 
0,01270 


0,00137 
0,00485 
0,00977 
0,01960 
0,04560 


0,000955 
0,000959 
0,000961 
0,000952 
0,000953 



Die Wrensche Konstante k hat für die verschiedenen 
Zentralkörper folgende Werte: 
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Zentralkörper 



ikxlO-ZOcm^/sec* 



Sonne . 






33600,0 


Erde . 






0,112 


Mars . 






. 0,0109 


Jupiter 






32,23 


Saturn 






9,63 


Uran . . 






1,40 


Neptun . 






2,42 



136« Bas wafire Gravitationsfeld» Die eben beschriebenen 
Beschleunnngsfelder der Planeten beziehen sich aof die relative 
Bahn der Trabanten, und also auf die Relativbeschleunung 
der Trabanten gegen den Planeten. Die Summe dieser Relativ- 
beschleunung und der Belativbeschleunung des Planeten 
gegen die Sonne ergibt die absolute Beschleunung des Trabanten. 

Wir können aber diese zwei Belativbeschleunungen der 
drei Körper mit großer Annäherung auch auffassen als zwei 
partielle Beschleunungen des Trabanten, welche sich dann 
auch zu der wahren Beschleunung desselben vereinigen. 

Das ungestörte Gravitationsfeld der Sonne, ebenso wie 
die ähnlichen Gravitationsfelder der Planeten, sind hiernach 
nur partielle Beschleunnngsfelder. Die wahre Beschleunung 
eines Körpers im Weltraum ist gleich der vektorischen Summe 
aller für seinen Ort vorausbestimmten Gravitationsbeschleunungen. 

187. Die Störungen, Die Planetenbewegung folgt nicht 
mit voller Genauigkeit den Kepler sehen Gesetzen. Der 
mittlere Bahnradius jedes Planeten ändert sich periodisch, 
ebenso aber mit länger dauernder Periode ändert sich die 
Exzentrizität und Neigung der Bahn, hingegen dreht sich die 
Richtung der großen Achse und die Knotenlinie stetig, aber 
außerordentlich langsam. 

Der schönste Erfolg der Newtonschen Gravitationstheorie 
ist die Erklärung dieser Abweichungen. Die Planeten bewegen 
sich nicht im partiellen Gravitationsfelde der Sonne, sondern 
für sie sind noch andere partielle Beschlennungen bestimmt, 
welche gegen alle anderen Planeten gerichtet sind und den 
Gravitationsfeldern dieser anderen Planeten angehören. Sie 
sind besonders ausgiebig, wenn es sich um Planeten handelt^ 
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die dem gestörten Planeten nahe stehen oder deren Felder 
eine große Wrensche Eonstante haben. 

Aus den Störungen der Merkurbahn durch das Gravitations- 
feld der Venus folgt die Wrensche Eonstante des Venusfeldes 
zu 0,083 X 10*®cm*/sec^- Aus den Störungen der Venusbahn 
folgt die Wrensche Eonstante des Gravitationsfeldes des Merkur 
zu 0,0056 X 10*^ cm*/sec^ Er stört die Venus 15 mal weniger 
als die Venus seine Bahn. Freilich zeigen gerade Merkur und 
in geringerem Grade auch Venus noch unaufgeklärte kleine 
Abweichungen von dem Gravitationsgesetze. 

Die Störungen der Uranbahn ließen auf die Ekistenz eines 
äußersten Planeten schließen. Dieser, der Neptun, wurde 
bei dieser Gelegenheit wirklich entdeckt. 

Wenn die Eometen überhaupt Gravitationsfelder bestimmen 
(was wir mit den im obigen vorgetragenen mechanischen 
Eenntnissen zu beurteilen noch nicht in der Lage sind), so 
muß die Wrensche Eonstante derselben äußerst klein sein, 
weil die Planeten von den Eometen nicht im mindesten ge- 
stört werden. 

Die Planetenmonde bestimmen aber Gravitationsfelder, da 
die Planetenbahnen außer den erwähnten Störungen noch 
zykloidische Eräuselungen zeigen, welche den Mondumläufen 
entsprechen. Die Wrensche Eonstante unseres Mondes ist 
81 mal kleiner als jene der Erde. 

188. Identität der Schwere und der Gravitation. Betrachten 
wir das partielle Beschleunungsfeld der Erde. Als flüchtige 
Vermutung wurde schon von Fermat und E. Hooke, in be- 
stimmter Weise aber erst von Newton (1687) der Gedanke 
ausgesprochen, daß die Schwerebeschleunung, welche ebenso 
wie die Gravitationsbeschleunungen von den Eigenschaften 
und der Geschwindheit des beschleunten Eörpers nicht ab- 
hängt, mit diesen verwandt ist, daß also der Mond als ein 
gegen die Erde fallender, oder schwerer Eörper, und ein 
geworfener Stein als ein Trabant der Erde betrachtet werden 
kann. Tatsächlich ist die Schwerebeschleunung nicht konstant, 
sondern vom Orte abhängig, und zwar auf hohen Gebirgen 
kleiner, in mäßig tiefen Schächten größer als auf der Erd- 
oberfläche. 
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Ist das Feld der Schwerebeschleanung nichts anderes als 
ein Teil des Grayitationsfeldes der flrde, so muß die Zentral- 
beschleunnng 

9i^ — 0,272 cm/sec* 

des Mondes za der Schwerebeschleanung 

^^ = — 982 cm/sec* 

im verkehrt quadratischen Verhältnis des Radius r^ der 
Mondbahn zu dem Eadius r^ der Erdkugel stehen 



Da ri = 


60,3 r^, 


also 


9t 

9x 


»3640 


isty während 






*0 

9t 
9i 


»3610 



ist, so ist hiermit bewiesen, daß die Schwerebeschleunung keine 
besondere Erscheinung ist, sondern dem partiellen Gravitations- 
felde der Erde angehört 



II. Die Gegenbeschleunungen. 

7. Das Gegenbesohleunungsprinzip. 

139« Niemals bewegt sich ein Körper beschleant, ohne 
daß mindestens ein zweiter, oft weit entfernter Körper sich 
in koordinierter ebenfalls beschleunter Bewegung befände. 
Handelt es sich nur um zwei kleine Körper, deren gleichzeitige 
Bewegung zum vollen Verständnis des Bewegungsprozesses be- 
trachtet werden muß, so sind deren Beschleunungen immer 
entgegengesetzt gerichtet und haben die Eichtung ihrer Ver- 
bindungslinie. Als Beispiel mag der Rückstoß dienen, welchen 
die Geschütze zeigen, während die Geschwindheit des Ge- 
schosses bis zur Wurfgeschwindheit steigt. 

140. Auf den ersten Blick scheinen manche Tatsachen 
diesem Gegenbeschleunungsprinzip zu widersprechen. Ein frei 
fallender Stein hat eine Beschleunung, ohne daß man erkennt, 
welcher Körper die Gegenbeschleunung zeigt. Da Kepler es 
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war, welcher diesen Widerspruch löste, muß man ihn als einen 
der Urheber dieses Prinzips betrachten. Nach Kepler fällt 
nicht sowohl der Stein gegen die Erde, als auch die Erde 
gegen den Stein, letztere freilich mit viel geringerer Beschleunung. 
Erst Newton formulierte jedoch das Gegenbeschleunungs- 
prinzip mit einer für den praktischen Gebrauch desselben hin- 
reichenden Klarheit. 

Es wird sich empfehlen, daß der Leser sich hier yon vor- 
gefaßten Kenntnissen frei macht, um nach der folgenden von 
E. Mach^ herrührenden .Fassung dieses Gesetzes sich den 
Massenbegriff neu zu bilden. 

141. Die Beschleunungen g^ und g^, welche zwei kleine 
Körper zeigen, die allein an einem Bewegungsprozeß beteiligt 
sind, sind entgegengesetzt gerichtet und stehen im verkehrten 
Verhältnis zweier konstanter Zahlen m^ und m^, von 
welchen je eine einem der beiden Körper eigentümlich, von 
dem zweiten Körper, von der Art des Bewegungsprozesses und 
vielen anderen Umständen aber unabhängig ist: 

(a) ^1 9i + 'Wa 9a = . 

Diese wichtigen Konstanten nennt man die Massen der Körper. 
Das Gegenbeschleunungsgesetz ist eines jener Idealgesetze, 
welche die Grundlage einer umfangreichen Theorie bilden und 
an welche eine Bestätigung durch direkte Messungen nicht 
heranreichen würde (vgl. § 2). 

142. Die Konstanz vieler Eigenschaften bei Änderung 
des Ortes, der Geschwindheit, der Beleuchtung, Temperatur 
und mancher anderer Eigenschaften, welche einen als Körper 
bezeichneten Raum charakterisiert, erhält ihren wissenschaft- 
lichen Ausdruck durch den Nachweis, daß gewisse skalare 
Eigenschaften des Körpers ihren genauen Zahlenwert trotz 
Änderung mancher anderen Eigenschaften desselben bewahren. 
Je genauer die Konstanz dieser Zahl ist, desto mehr gewöhnen 
wir uns daran, sie als Charakteristikon des Körpers zu be- 
trachten. Es gelang nach vielen Anpassungsschwierigkeiten, 
welche sich besonders auf gasformige Ausscheidungen und 



^ E. Mach, Die Mechanik in ihrer Entwickelang. Leipzig 1889, 
S. 202. 
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Volumänderungen von Körpern, die von Grasen umgeben sind, 
bezogen, die unbedingte Konstanz der Massenzahl festzu- 
halten. Seither betrachtet man dieselbe mit Eecht, sowie 
vorher ohne Recht, als die körperlichste aller Eigenschaften. 

143. Da es sich nach Gleichung 141.(a) stets nur um das 
Verhältnis der Massen handelt, sind diese wesentlich Eelativ- 
zahlen. Weil es aber bequemer ist, mit absoluten Werten zu 
rechnen, so benennen wir die Massenzahl irgend eines Körpers, 
z. B. des in Paris aufbewahrten Etalons aus Platiniridium, 
willkürlich, z. B. mit 1000 Gramm. Dann sind auch alle 
anderen Massen nicht mehr als unbenannte Verhältniszahlen, 
sondern als benannte Zahlen zu gebrauchen. 

144. Bezeichne Hj und t)^ die beliebig gerichteten Ge- 
schwindheiten der beiden kleinen, allein an irgend einem Be- 
wegungsvorgang beteiligten Körper, so kann das Gegen- 
beschleunungsgesetz auch in der Form 

ausgesprochen werden. Der Köiper, dessen Massenzahl größer 
ist, erfährt die kleinere Geschwindheitsänderung. Es folgt 
durch Integration: 

worin t ein konstanter, durch den Anfangszustand bestimmter 
Vektor ist. 

Man bezeichnet das wegen dieser Gleichung zu öfterer 
Berücksichtigung kommende Produkt aus der Massenzahl und 
Geschwindheit eines Körpers als seine Bewpgungsgröße. 

In gleicher Weise bezeichnen wir das wegen der 
Gleichung 141 (a) und nur wegen dieser zu öfterer Berück- 
sichtigung gelangende Produkt m g aus der Massenzahl und Be- 
schleunung eines Körpers als seine Beschleunungsgröße. 

Das Prinzip lautet also in der DiflFerentialform: Die vek- 
torische Summe der Beschleunungsgrößen ist Null, oder in 
der Integralform: Die vektorische Summe der Bewegungsgrößen 
ist ein konstanter Vektor (Erhaltung der Bewegungsgrößen). 

146. JSrste Methode der Massenbestimmung. Durch die 
Beobachtung der gleichzeitigen Geschwindheitsänderungen der 
zwei Körper kann man die Konstanz des Verhältnisses dieser 
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Änderungen nachweisen und aus der Größe dieses Verhält- 
nisses das Massenverhältnis der beiden Körper bestimmen. 
Der beobachtete Bewegungsvorgang ist beliebig, muß aber auf 
die zwei Körper beschränkt sein. 

146. Erstes Beispiel: Der Geschtcindheitsausgleioh. Man 
erspart eine Geschwindheitsmessung, wenn die Geschwindheiten 
der beiden Körper sich während des beobachteten Bewegungs- 
vorganges ausgleichen^ so daß die Endgeschwindheit beider 
dieselbe ist. 

Es findet dies stets nach einiger Zeit statte wenn die 
beiden Körper während des Prozesses aneinander (durch Sperr- 
haken, Klebstofi'e) hängen bleiben^ und auch beim Stoß un- 
elastischer sehr zäher Körper, z. B. plastischer Lehmklumpen. 

Wenn ein mit der Geschwindheit öj schwebender Vogel, 
dessen Masse m^ ist, von dem mit der Geschwindheit ög an- 
kommenden Projektil, dessen Masse m^ sei, getroffen, aber nicht 
durchschossen wird, so ist die gemeinsame Geschwindheit H 
nach dem Ausgleich der Eichtung und Größe nach bestimmt 
durch 

Lagen die Einzelgeschwindheiten in derselben Richtung, 
so gilt dies auch für die Ausgleichsgeschwindheit, und man 
erhält dann 

■ T ' ' ' • 

mi Vi — V 

Dann kann das Massenverhältnis durch Messung der 
Größe der beiden Einzelgeschwindheiten und der Ausgleichs- 
geschwindheit bestimmt werden. Es steht diese Methode in 
formaler Analogie zu der Bestimmung der Wärmekapazitäten 
zweier Körper durch kalorimetrische Beobachtung des Tempe- 
raturausgleiches. 

Denselben Vorteil hat man, wenn die Anfangsgeschwind- 
heiten der beiden Körper gleich waren und sie während des 
Bewegungsvorganges mit verschiedenen Geschwindheiten aus- 
einander geworfen werden, wie dies durch elastische Wirkungen 
oder Explosionen zu erreichen ist. 

147. Da man viel bessere Methoden zur Massenbestimmung 
besitzt, wird in der Praxis die Methode des Geschwindheits- 
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ausgleidies und ihre Umkefanmg seltesi T6rwe&d«t, am b&afigsten 
in der G«Bchntztecfanik. 

Die Greschwindheiten können mittels des ballistischen 
Pendels gemessen werden. Hat ein Pendelkörper in seiner 
tiefeten Lage die Geschwindheit r, so erreicht derselbe die 
flöhe 9^/2^0. Man beobachtet den Ansschlagswinkel a nnd es 
berechnet sich ans demselben die Geschwindheit 



«'^l -^^o^l-cosa) = a}p^l^—f^T, 
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worin die Pendellange /, oder besser die Schwingungsdauer r 
des Pendels bekannt sein maß. 

Das Gewehr 1 (Fig. 31) und die Zielscheibe 2 werden 
pendelartig aQ%ehangt Während des Schusses nimmt das 



/^/ 




ntr' 






\ 



f 



mji^ 



Rg. 31. 



Gewehr, dessen Masse m^ sei, die der Schußrichtang entgegen- 
gesetzte Geschwindheit v^ an, die sich aus dem Pendelausschlag 
messen läßt. 

Das Projektil von der Masse m gewinnt hierbei die Ge- 
schwindheit V und es ist: 

SS m^v^ + m ü , 

Während des Einschiagens des Geschosses steigt die Ge- 
schwindheit der Scheibe, deren Masse m^ ist, von Null auf v,. 
Bei diesem Ausgleich ist 

TW v = (m + »»2) ^2 • 

Aus diesen zwei Gleichungen könnte man, wenn m^ 
und m^ bekannt ist, die Masse m und die Geschwindheit v 
des Geschosses bestimmen. Es sei z. B. m^ = m, a 10000 g. 
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»j == — 50 cm/sec, v^ ^ + 49,95 cm/sec, dann ist des Ge- 
schosses Geschwindheit v = 50000 cm/sec und seine Masse 
m = 10 g. 

Wenn m sehr klein ist, kann man m/m, gegen 1 ver- 
nachlässigen, und erhält dann die Beziehung 

Man kann so mit einiger Genauigkeit aus dem Verhältnis 
der beiden ballistischen Ausschläge das Verhältnis der Massen 
der beiden Pendelkörper bestimmen. 




I ^^IF^^ ^^=F= — -1 
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Fig. 32. Schwingungswage. 

Die Bestimmung der großen Geschoßgeschwindheit v bei 
genau bekannter Masse m des Geschosses hat formale Ähnlich- 
keit mit der kalorimetrischen Bestimmung der hohen Tempe- 
ratur eines Körpers von bekannter Wärmekapazität. 

148. Zweites Beispiel: Die Schvyingungsxoage, Eecht gute 
Bestimmungen kann man in der Weise machen, daß man die 
zwei Körper durch eine gespannte elastische Feder f (Fig. 32) 
verbindet und nun frei schwingen läßt. 

Diese Anordnung bietet folgenden Messungsvorteil. Da 
die Körper gleichzeitig zu schwingen beginnen, müssen ihre 
Geschwindheiten stets im negativen verkehrten Verhältnis ihrer 
Massen stehen, und deshalb stehen auch die bequem meßbaren 
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Amplituden a^ und o, dieser Schwingungen in dem nega« 
tiven yerkehrten Verhältnis der Massen m^ und m^ der beiden 
Körper 

ÖTj Wj 

Damit die Massen in horizontaler Richtung beweglich 
sind, müssen sie pendelartig aufgehängt werden. Hierdurch 
wird der Einfluß der Schwerebeschleunung aufgehoben, ohne 
daß die G-enauigkeit der Messung des Massenverhältnisses 
durch das Amplitudenverhältnis im geringsten beeinträchtigt 
würde. 

Statt der elastischen Schwingung können dann aber die 
beiden Körper auch zusammen (in gleicher Richtung) die 
Pendelschwingung ausführen. Um diese Schwingungsform zu 
vermeiden, spannt man die Feder mittels eines Fadens, bringt 
die Pendel zur Ruhe, und brennt nun den Faden ab, wobei 
die reinen elastischen Schwingungen eintreten. 

149. Partielle GegenbesMeunungen, Beteiligen sich n kleine 
Körper an einem Bewegungs vorgange, so läßt sich die wahre 
Beschleunung g^ eineö jeden derselben oft darstellen als die 
Summe von (n — 1) partiellen Beschleunungen %^^ 

von welchen sich jede auf einen anderen Körper k des Systems 
bezieht, und welche durch direkte Gesetze bestimmt sind. 

Wenn die Körper i und k z. B. durch eine elastische Feder 
verbunden sind, so bestimmt die Spannung derselben die zwei 
Beschleunungen g^.^^ und gj^^. Im Gravitationsfelde mehrerer 
Körper ist die partielle Beschleunung g.^. des Körpers i durch 
das im vorigen Abschnitt beschriebene partielle Gravitationsfeld 
des Körpers k bestimmt. 

Es läßt sich in solchen Fällen nachweisen, daß für jedes 
Paar dieser partiellen Beschleunungen das Gegenbeschleunungs- 
gesetz erifüUt ist: 

^.flifc + 'WfcBfci-O. 

Man erhält dann f^j derartige Gleichungen. Sind jedoch 
die partiellen Beschleunungen unbekannt, so kann man nicht 



96 Bewegung starrer Körper in Luft. 

mehr als die Gültigkeit der Summe aller dieser G-leichungen 
behaupten. Es ist nämlich 

In dieser Gleichung erscheinen die direkt meßbaren wahren 
Beschleunungen g. der Körper. Durch Integration folgt 

i 

Die vektorische Summe der Beschleunungsgrößen 
m.^^ aller an dem Prozeß beteiligten Körper ist Null. 
Die vektorische Summe aller Bewegungsgrößen ist 
ein konstanter Vektor f. 

Wenn z. B. ein Explosionsgeschoß von der Masse m und 
der Geschwindheit t» während des Fluges platzt^ so daß die 
Sprengstücke von den Massen m. die nach allen Seiten ge- 
richteten Geschwindheiten t>^ und Bewegungsgrößen m.t>. er- 
halten, so ist die Summe dieser Vektoren m.tt. gleich und 
gleichgerichtet der Bewegungsgröße mt» des Geschosses vor 
der Explosion. 

160. Der Massenmittelpunkt Bezeichne x^ den Abstand 
des Körpers von der Masse m. von einem beliebigen ruhen- 
den Zentrum, so heißt der Vektor m.x^ das Moment der Masse 
in bezug auf das Zentrum. Das nach den Massen genommene 
vektorische arithmetische Mittel aller Massenmomente der 
Körper eines Systems definiert den vektorischen Abstand Tq 
des Massenmittelpunktes des Systems von dem Zentrum 

Durch Differentiation dieser Gleichung natfh der Zeit folgt 

■ 

worin t>Q die Geschwindheit des Massenmittelpunktes ist. Da 
die Summe der Bewegungsgrößen sowohl als der Massen kon- 
stant ist, so ist auch t^^ konstant, d. h. der Massenmittelpunkt 
sämtlicher Körper eines Systems verharrt unbedingt in 
gleichförmiger (unbeschleunter) Bewegung. 

161. Erhaltung der Bewegungsmomente, Der Flächensatz» 
Der Satz der Erhaltung der Bewegungsgrößen stellt das Gegen- 
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beschleunongsgesetz nicht yollständig dar. Wir haben dasselbe 
schon in 141. in nicht vollständiger Form ausgesprochen und 
fügen nun hinzu: Die Beschleunung und Gegenbeschleunung 
zweier allein an einen Bewegungsprozeß beteiligter kleiner 
Körper liegen immer in der Verbindungslinie derselben. 

Zum Zwecke der VeraDgemeinerung wollen wir dies in 
folgender Weise ausdrücken. 

Es seien g,.j^ und g^^ die Gegenbeschleunungen der allein 
vorhandenen zwei Körper i und k, deren Ortsvektoren t. und r^, 
deren Verbindungslinie also {x. — t^ ist. Die Gegen- 
beschleunungen fallen in die Richtung dieser Verbindungslinie, 
es ist also 

und femer gilt das Gegenbeschleunungsgesetz: 

Hieraus folgt 

(b) ^ih''iik + ^ich''iki-^' 

Die Orts Vektoren t können von einem beliebigen festen 
Nullpunkt aus gezählt werden. Man bezeichnet das rotorische 
Produkt r. x t>. eines tuv den Punkt i bestimmten Vektors t>. 
mit dem Ortsvektor r^ dieses Punktes als das Moment dieses 
Vektors t>. in bezug auf den Nullpunkt 

Das Gegenbeschleunungsgesetz läßt sich also in voll- 
ständiger Form folgendermaßen aussprechen: 

Die Summe derMomente der Beschleunungsgrößen 
zweier allein an einem Bewegungsprozeß beteiligten 
Körper in bezug auf einen beliebigen Nullpunkt ist Null 

(c) l^i^^ifl.k + '^Ä><^fc9H = 0. 
Berücksichtigen wir, daß 

t». = ij also x.xt^.^0, 
so können wir diese Gleichung auf die Form bringen 

Die Summe der Momente der Bewegungsgrößen 
in bezug auf einen beliebigen Nullpunkt ist konstant 

Ein sehr spezieller Fall dieses Satzes ist der Flächensatz 
der Zentralbewegung (82.). Wenn die eine der beiden 

Janmann, Bewegungslehre. 7 
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Massen weit überwiegende GröBe hat, so bleibt sie nahezu in 
Buhe und die Beschleunung des anderen Körpers ist dann 
stets nach einem festen Zentrum gerichtet 

153. Verallgemeinerung, In den eben ausgesprochenen 
Formen läßt sich das vollständige Gesetz der Gegenbeschleunung 
auf Bewegungsprozesse, an welchen beliebig viele kleine Körper 
teilnehmen, verallgemeinem. Weün wir auch in diesem Falle 
nicht immer die partiellen Einzelbeschleunungen ^^^ kennen und 
also auch nicht behaupten können, daß sie in die Richtungen 
der Verbindungslinien fallen, so können wir doch die Gültigkeit 

der Summe aller y\ Gleichungen 151. (c) oder 151. (d) kon- 
statieren, denn diese Summe enthält wieder die wahren direkt 
beobachteten Beschleunungen g^ der Körper. 

Die höchste Form des Gegenbeschleunungsgesetzes ist also : 

(a) ^rn.x.^^^^O 

■ 

oder 

^Tw.t. X t». ^ i. 

i 

Die Summeder Momente der Beschleunungsgrößen 
ist Null, die Summe der Momente der Bewegungs- 
größen ist ein konstanter Vektor f. 

153. Diese Momente können auf einen beliebigen Null- 
punkt bezogen werden. Esfolgtdeshalb aus diesem Momenten- 
satz der Satz der Erhaltung der Bewegungsgrößen. 

Es seien t/ die von einem zweiten Nullpunkt aus gezählten 
Ortsvektoren der Körper t, so daß (t^ — t/) die konstante Ent- 
fernung beider Nullpunkte ist. Wenn nun auch 

2^itr/ X g^ =i= oder ^m^xly^)^^ = i 

• ■ 

ist, so folgt durch Subtraktion von 152. (a) 

('^i-O^S'^tB.-O oder (t,.- r/) x ^wi^t»,. =^ f . 

Da die Richtung (t. — t/) beliebig ist, muß 
'^m.^^^0 oder ^m.\^.^l 

i i 

sein und umgekehrt: Aus dem Satz der Erhaltung der Be- 
wegungsgrößen und dem auf einen bestimmten Nullpunkt be- 
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EOgeiien Satz der Erhaltung der Bevegnngamotuente folgt, daB 
letzterer Satz für jedea beliebigen Nullpunkt gilt Daabalb 
wendet man oft diese beiden Sätze nebeneinander an, wobei 
man dann den Momentensatz nur anf ein Zentrum zu be- 
ziehen braucht 

154. Das Moment r x v ist die von dem Radiusvektor t 
in zwei Sekunden durchstrichene Fläche. Der Momentensatz 
ist deshalb sehr anschaulich und fuhrt auch den Namen des 
Flächensatzes. Die von den Radien der einzahlen Körper 



Fig. 33. VorleaungBapparEit. 

doTchatrichenen Flächen also ausgeführten Drehungen müssen 
Terschiedene Richtungen haben, wenn sie, mit den Massen 
multipliziert, sich vektoriscb aufheben, was immer der Fall 
sein muß, wenn das System aus der Ruhe in die betrachtete 
Bewegung gelangte. 

In der Technik kommen Drehungen um feste Zentren 
selten, desto häufiger Drehungen um feste Achsen yor. Man 
spezialisiert deshalb den Momentensatz für eine Achse b, von 
welcher die Körper die senkrechten Abstände a^ haben, 
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indem man nur die Projektion der Momente auf diese Achse 
betrachtet. Es ergibt sich: 

b'^m.a.^t^.^ Iconst. 

Das Produkt a. x t»^ nennt man das Moment des Vektors ö. 
in bezug auf die ruhende Achse. Die Summe der Projek- 
tionen dieser Momente der Bewegungsgrößen auf jede beliebige 
ruhende Achse ist ein konstanter Vektor. 

Als Beispiel betrachten wir ein steuerloses, anfanglich 
ruhendes Schiff, auf welchem nun eine Maschine ein Schwung- 
rad mit lotrechter Achse dreht. Während des Anlaufens setzt 
sich auch das Schiff in beschleunigte, aber umgekehrte Drehung 
um dieselbe Achse, bei gleichmäßiger Drehung des Schwung- 
rades ist auch die Rotation des Schiffes gleichmäßig. Bringt 
man nun die auf dem Schiff befindlichen Lasten in größere 
Entfernung von der Drehachse, so wird hierbei und ist hier- 
nach die Drehung des Schiffes langsamer. Hält die Maschine 
das Schwungrad wieder an, so wird hierdurch auch die Drehung 
des Schiffes aufgehoben (ygl. Fig. 33). 

166. Wir haben das Gegenbeschleunungsgesetz bisher nur 
für ein System kleiner Körper ausgesprochen, es läßt sich aber 
ohne weiteres auf große kontinuieriich ihren Eaum erfüllende 
Körper übertragen, da man diese in kleine Körper zerlegt 
denken kann. 

Man kann sich diese Zerlegung wirklich vorgenommen 
und die Masse jedes Körperteilchens einzeln gemessen denken. 
Als Masse M des ganzen Körpers definiert man die Summe 
der Massen m seiner Teile. M=^7n. 

Man kann aber, ohne den Körper zu zerlegen, diese Massen- 
summe oder wie man sagt die Masse M des ganzen Körpers 
auch durch ein einziges Gegenbeschleunungsexperiment mit 
der Masse eines anderen Körpers vergleichen. Es ist jedoch 
notwendig, daß bei diesem Versuch alle Teile eines Körpers 
dieselbe Beschleunung haben, daß also die Körper nur trans- 
lative Verschiebungen ausführen. Sei t»i die Geschwindig- 
keit aller Teile des einen, Hg die Geschwindigkeit aller Teile 
des zweiten großen Körpers, so lautet der Summensatz der 
Erhaltung der Bewegungsgrößen 
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hat also dann ganz dieselbe Form, wie für kleine Körper. 

Die wichtigste experimentelle Vorschrift für Massen- 
bestimmungen ist also, daß die zu vergleichenden Körper bei 
dem Versuch nur Parallelyerschiebungen, aber keine Drehungen 
ausfähren. 

156. Die Massen der verschiedenen Körper haben nicht 
zu&llige^ sondern gesetzmäßige Werte. Kennt man alle übrigen 
Eigenschaften eines Körpers, so kann man aus denselben seine 
Massenzahl berechnen. Zwei in jeder anderen Beziehung gleiche 
Körper haben auch gleiche Masse. 

Denkt man sich einen homogenen Körper in gleichge- 
formte kleine Teile zerlegt, so müssen diese alle dieselbe Masse 
haben. Die Masse eines aus ihnen zusammengesetzten größeren 
Körpers ist dann ihrer Anzahl proportional. Die Massen 
zweier aus demselben Stoff bestehender Körper beliebiger Form 
verhalten sich deshalb wie ihre Volume. 

Gleiches Volum verschiedener Stoffe hat aber verschiedene 
Masse. Die Masse eines Körpers pro Eaumeinheit, die spezi* 
fische Masse oder Dichte, ist eine jener spezifischen Kon- 
stanten, welche den Stoff des Körpers charakterisieren. Der 
Stoff zweier Körper wird gleich genannt, wenn dieselben gleiche 
Dichte haben, und wenn auch die übrigen spezifischen Kon- 
stanten derselben (spezifische Wärmekapazität, Wärmeleitungs- 
fahigkeit, elektrische und magnetische Konstante, elastische und 
Zähigkeitskonstanten usw.) gleich sind. Viele von diesen spezi- 
fischen Konstanten sind noch nicht scharf präzisiert, es ist 
uns aber immer leicht, die Gleichheit zweier Stoffe aus ihren 
Eigenschaften zu erkennen. 

Den reziproken Wert der Dichte, d. i. das Volum 
der Masseneinheit eines Stoffes, nennt man spezifisches 
Volum. 

157. Erhaltung der Massensumme, Die Masse ist eine so 
charakteristische Eigenschaft der Körper, daß sie im wesent- 
lichen vor aller Wissenschaft bekannt war. Auch das Gesetz, 
daß die Summe der Massen aller an irgend einem Vor- 
gang beteiligten Körper konstant ist, stammt aus vor- 



102 Bewegung starrer Körper in Luft. 

wissenschaftlichen Zeiten^ wurde bei Entdeckung neuartiger 
Vorgänge stets von neuem geprüft und immer genau bestätigt 
gefanden. 

8. Die astronomiBchen Gegenbesolileunungen. 

168. Die Gültigkeit des Gegenbeschleunungsgesetzes für 
die astronomischen Bewegungen ist leicht zu erkennen und 
wurde nie bezweifelt. Schon Kepler vermutete, wie bereits 
erwähnt, daß nicht nur der Stein gegen die Erde, sondern 
auch die Erde gegen den Stein falle, letztere fi-eilich wegen 
ihrer großen Masse mit sehr kleiner Beschleunung. Doch war 
es erst Newton, welcher das Gegenbeschleunungsgesetz aus- 
giebig zu astronomischen Massenbestimmungen verwendete. 

159. Die Konstanz des Verhältnisses der astronomischen 
Gegenbeschleunungen geht aus allen Beobachtungen der Pla- 
neten- und Satellitenbewegung hervor. Es kreist z. B. der Mond 
nicht in einer elliptischen Bahn um den die Sonne umkreisen- 
den Erdmittelpunkt, sondern dieser und der Mondmittelpunkt 
kreisen in entgegengesetzter Eichtung um einen zwischen ihnen 
liegenden Punkt, welcher allerdings noch im Innern der Erde 
liegt, aber 4800 km von dem Erdmittelpunkt entfernt ist, und 
welcher die einfach ellijftische Erdbahn durchläuft. Daß die 
Erde außer ihrem jährlichem Umlauf um die Sonne noch 
diesen monatlichen Umlauf in einem Kreise von 4800 km 
Radius vollführt, erkennt man an der entsprechenden parall- 
aktischen Kreisung aller Planeten, welche für Mars in Erd- 
nähe eine flache Ellipse darstellt, deren große Achse der 
Mondbahn parallel ist und unter dem Winkel von 11" er- 
scheint. 

160. Verhältnis der Massen der Erde und des Mondes. 
Da der Mond in einem Kreise von 384000 km, also in einem 
81 mal größeren Kreise um den gemeinsamen Mittelpunkt läuft, 
um welchen auch die Erde monatlich kreist, so ist die Zentral- 
bescbleunung des Mondes 81 mal größer als die Zentral- 
beschleunung der Erde bei ihrer monatlichen Kreisung. Da wir 
hiermit das Verhältnis der Beschleunung und Gegenbeschleu- 
nung kennen, so ergibt das Gegenbeschleunungsgesetz das Ver- 
hältnis des Massen. Die Masse des Mondes ist 81 mal 
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kleiner als die Masse der Erde. Da der Durchmesser des 
Mondes 3,7 mal kleiner ist als jener der Erde, das Volum des 
Mondes also 50 mal kleiner als jenes der Erde, so ergibt sich, 
daß der Mond eine im Verhältnis 50:81 geringere Dichte 
hat als die Erde. Immerhin sind diese Dichten so weit von 
gleicher Größenordnung, daß man hier das erste Beispiel hat» 
daß sich der Stoff der Himmelskörper nicht sehr wesentlich 
von irdischen Stoffen unterscheidet. Hierdurch erhält auch 
das Gegenbeschleunungsgesetz eine Stütze, die insofern nicht 
überflüssig ist, als ja doch sehr wohl das konstante Verhältnis 
der Gravitation und Gegengravitation zweier Weltkörper durch 
andere Massenzahlen als ihre sonstigen Beschleunungen be- 
stimmt sein könnte, da sie sich auch in anderer Beziehung 
wesentlich von den irdischen Beschleunungen unterscheiden. 

161« Typus des Gravitationsgesetzes, In § 133. wurde 
nachgewiesen, daß die Beschleunungen im Felde eines Welt- 
körpers nur Yon dem Orte, aber nicht von den sonstigen 
Eigenschaften der beschleunten Körper abhängen. Ein 
Spezialfall dieses Gesetzes ist, daß die Schwerebeschleunung nur 
von dem Orte, aber nicht von den Eigenschaften des be- 
schleunten Körpers abhängt. Wir wollen nun die Konsequenzen 
dieser Tatsache erwägen. 

162. Da die Beschleunung jedes der beiden gegen- 
beschleunten Weltkörper von seiner eigenenMasseunabhängig 
ist, so muß sie durch die Masse des anderen Körpers 
bestimmt sein, weil man sonst das Gegenbeschleunungsgesetz 
nicht erfüllt finden könnte, wenn man die Beschleunungen der 
beiden Körper vergleicht. 

Alle Beschleunungen g im Gravitationsfelde eines Welt- 
körpers werden aber durch das Newtonsche Gesetz bestimmt: 

worin k die Wrensche. Konstante des Weltkörpers und r 
die Entfernung von demselben ist. Die Wrensche Konstante 
jedes Weltkörpers muß also von der Masse desselben ab-' 
hängig sein. 

163. Die Form dieser Abhängigkeit ist leicht festzustellen. 
Da die Gegenbeschleunungen zweier Weltkörper von den 
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eigenen Massen unabhängig und ihr Verhältnis doch durch 
das verkehrte Verhältnis der beiden Massen bestimmt wird^ 
so muß jede der Masse des gegenbeschleunten Körpers 
gerade proportional sein. Mit anderen Worten: 

Da von den Gegenbeschleunungen jede dem Felde des 
anderen Weltkörpers angehört, sind sie den Wrenschen 
Eonstanten der beiden Körper verkehrt proportional, und 
da sie auch den Massen verkehrt proportional sein müssen, 
80 müssen die Wrenschen Konstanten k aller Welt- 
körper deren Massen Jlf proportional sein. 

(a) An^k = KM. 

Der Proportionalitätsfaktor K, die Gravitationskonstante, 
ist eine universelle, für alle Weltkörper gleiche Konstante. 
Da k die Dimension (cm^ sec*^) des dritten Kepler sehen 
Gesetzes § 132 hat, so hat die Gravitationskonstante die 
Dimension gr""^ cm^ sec"^. Ihr Wert muß so lange unbekannt 
bleiben, als wir nicht die Masse irgend eines Weltkörpers mit 
einer irdischen Masse, also auch mit dem Gramme vergleichen 
können. 

164. Das Newtonsche Gravitationsgesetz hat sonach 
die Form 

Hierin ist g die Beschleunung irgend eines Körpers an 
einem Orte, welcher den Abstand r von dem Mittelpunkte 
des Weltkörpers hat. 

165. Zweite Methode der Massenbestimmung. Bei der ersten, 
nur auf das Gegenbeschleunungsgesetz gegründeten Methode 
zur Bestimmung eines Massenverhältnisses, muß das Verhältnis 
der gleichzeitigen Beschleunungen beider Körper gemessen 
werden. Auch astronomische Massenvergleichungen werden oft 
nach dieser Methode gemacht. Ein Beispiel hierfür ist die in 
1 60. mitgeteilte Bestimmung des Massenverhältnisses von Erde 
und Mond. 

Nun können wir aber aus dem Gravitationsgesetz durch 
die Beobachtung derEichtung oder Größe der Beschleunung 
an irgend einem Orte des Feldes zweier Weltkörper deren 
Massenverhältnis bestimmen. 
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Diese Methode ist Ton praktischer Bedeutung: f&r die 
Vergleichung der Massen von Planeten, die keine Satelliten 
haben, wobei man die Bahnstörungen von Kometen im Felde 
dieser Planeten zugrunde legt; für den Vergleich einer Planeten- 
und der Sonnenmasse auf Grund der Störungen eines Trabanten 
dieses Planeten durch die Sonne; für den Vergleich der Erd- 
und Mondmasse auf Grund der beobachteten Zusammensetzung 
der Mondgravitation mit der Erdschwere; endlich bei der 
Auswertung der Grayitationskonstanten in terrestrischen Maß- 
einheiten. 

Eiine wichtige Modifikation dieser Methode ist die folgende. 

166* Bestimmung der Masse eines Zentralkörpers aus dem 
Umlauf eines Trabanten. Man kann durch Ausmessung der 
Große einer Beschleunung im partiellen Felde eines einzelnen 
Weltkörpers die Masse desselben allerdings mit dem uniyer- 
sellen Proportionalitätsfaktor K behaftet bestimmen. 

Diese Methode der Massenbestimmung beruht auf der Be- 
stimmung der Wrenschen Eonstanten des Gravitationsfeldes 
des betreffenden Weltkörpers. Die Methoden hierflir haben 
wir in 135. und 137. kennen gelernt. Wir brauchen also nur 
die dort angegebenen Werte der Wrenschen Eonstanten k 
mit 49r' zu multiplizieren, um nach 168. (a) die Massen 
der Weltkörper in absolutem Maß, aber mit dem unbekannten 
Faktor K behaftet zu bestimmen. 

Man erhält folgende Werte der Massen Jlf und der Dichten 
Iß, der Weltkörper. Letztere beziehen wir auf die Dichte fi^ 
der Erde. 





Masse 


Durchmesser 


Relative Dichte 


Zentralkörper 


KMx 10-*o 


in Kilometern 


^K 


Sonne . . . 1297000,0 


13700000 


0,25 


Merknr . 








0,13 


4740 


0,63 


Venns 








3,21 


12700 


0,80 


Erde . . 




« 




1 3,99 


12700 


1,00 


Mond . . 






1 0,05 


3420 


0,62 


Mars . . 






0,42 


6710 


0,71 


Jnpiter 




» 




1235,0 


147000 


0,23 


Saturn 








371,0 


118000 


0,11 


Uran . 








58,8 


53700 


0,19 


Neptun 








66,0 


48200 


0,30 
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Us ist nicht so lange her^ daß man die Himmelskörper für 
immaterielle Lichter gehalten hat. Nun sehen wir, daß die 
Dichte der Weltkörper mit der Erddichte vergleichbar ist 
Immerhin ist die Dichte der Weltkörper desto kleiner^ je 
weiter sie von der Erde abstehen^ was nicht ohne weiteres 
auf optische Fehler bei der Messung der Durchmesser (Wolken- 
hüllen der Weltkörper usw.) zurückgeführt werden kann. 

Nur die Kometen haben trotz ihrer ungeheuren Größe 
keine nachweisbare Masse. 

167. Bestimmung der Summe der Massen zweier Weltkörper 
aus deren relativer Kreisung, Die meisten der angegebenen 
Massen (oder Wren sehen Konstanten) erhält man durch Be- 
obachtung des mittleren Abstandes r und der Umlaufszeit r 
eines Trabanten des betrachteten Zentralkörpers. 6enau ge- 
nommen erkennt man jedoch hierdurch nicht die Masse 
des Zentralkörpers, sondern die Summe der Massen beider 
Körper. 

Wir haben die Beschleunung des Trabanten bisher immer 
durch die Huyghenssche Gleichung 

, 471« 

8= --^^ 

berechnet Wenn aber unter x nicht der Abstand x^ von dem 
wahren Mittelpunkte der Bahn, sondern von dem Mittelpunkte 
des Zentralkörpers verstanden wird, so ist g nicht die Be- 
schleunung des Trabanten, sondern seine Eelativbeschleu- 
nung gegen den Zentralkörper. Das Gravitationsgesetz bezieht 
sich aber auf die absolute Beschleunung desselben. Be- 
zeichnen wir diese mit %^, die absolute Zentralbeschleunung 
des Zentralkörpers in seiner Bahn vom Radius r^ mit g^, die 
Massen beider Körper mit m^ bezw. tw^, so ist 

9i = - ^-zrzr> Bo = ^ 



rr "" rr 



Da tj — r^ = r oder 9i — 9o — 9 ist, so folgt: 

(a) K{m^ + m^) = 4n^-^. 

Es steht also nicht, wie aus der Tabelle § 135. hervorgehen 
würde, die Wren sehe Konstante der Sonne zu jener der Erde 



Die astronomischen Gegenbeschleunungen. 107 

in dem Verhältnis 33600:0,112^ sondern dies ist genau ge* 
nommen das Verhältnis der Summe dieser Wrenschen Kon- 
stanten zu der Summe der Wrenschen Konstanten von Erde und 
Mond, oder das Verhältnis der Summe der Sonnen- und Erd- 
masse zu der Summe der Erd- und Mondmasse. Diese kleine 
Korrektur wurde in der Tabelle § 166. bereits berücksichtigt. 
Mißt man aber nicht die relative Distanz der beiden Körper, 
sondern die Eadien x^ und Xq der Bahnen derselben um den 
gemeinsamen Mittelpunkt, so erhält man ihr genaues Massen- 
yerhältnis (ygl. § 160.) 

Wi Xo 



^0 T^i 

Es ist dies eine der Bestimmung eines Massenyerhältnisses 
durch ein Amplitudenverhältnis (§ 148.) ganz ähnliche, auf die 
erste Methode zur Massenbestimmung gegründete Messung. 

168. Gravitation und Massen der Doppelsterne, Nicht nur 
in dem verhältnismäßig kleinen Eaume, welchen das Planeten- 
system einnimmt, sondern in dem ganzen Weltraum bemerken 
wir gleiche Bewegungsformen. Es gibt viele Doppelsterne, 
welche nach den Keplerschen Gesetzen in elliptischen Bahnen 
um einen gemeinsamen Mittelpunkt kreisen. 

a Centauri ist z. B. ein Doppelstern, welcher 0,8" jähr- 
liche Parallaxe zeigt, also 265 000 mal so weit von uns entfernt 
ist als die Sonne. Die beiden Sterne haben den Abstand 
17,7" voneinander. Da derselbe 22 mal so groß ist als die 
Parallaxe des Gestirns, so sind die beiden Sterne 22 mal so 
weit voneinander entfernt als die Erde von der Sonne. Ihre Um- 
laufszeit beträgt 81 Jahre. Hieraus folgt nach Gleichung 167 (a), 
daß die Summe ihrer Massen gleich 1,7 Sonnenmassen ist 

K[m^ + 7wJ = -— ^= 1,7. 



Da beide Sterne sich nahezu gleich stark bewegen, hat jeder 
ungefähr 0,85 Sonnenmassen. 

Aus den Bewegungen des Sirius schloß man auf das Vor- 
handensein eines dunklen Begleitstemes. Derselbe wurde 
später entdeckt, er ist 16000 mal lichtschwächer als der Sirius, 
bewegt sich aber nur doppelt so rasch als dieser, seine Masse 
ist also nur zweimal kleiner als die Masse des Sirius. Die 
jährliche Parallaxe desselben beträgt 0,19", die Distanz beider 
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Sterne yoneinander ist 39 mal so groß (7,5") also gleich 39 Erd- 
bahnradien. Die Umlaufszeit des Doppelsternes ist 49 Jahre. 
Die Samme der Massen beider Sterne ist also 39^49' gleich 
24 Sonnenmassen. Der Sirius hat also 16 Sonnenmassen, sein 
dunkler Begleiter hat 8 Sonnenmassen. 

169. Das wahre Gravitationsfeld mehrerer Weltkörper 
resultiert aus den partiellen Feldern derselben durch vektorische 
Summation. Die wahre Beschleunung g in irgend einem 
Punkte des Feldes ist gleich der Tektorischen Summe der 
durch die Masse und Entfernung der einzelnen Weltkörper 
bestimmten partiellen Beschleunungen q. 

■ 

Diese haben die Potentiale P,, so daß: 

g,=^VP„ wobei P, = K^. 

Hierin ist r^ die Entfernung des Weltkörpers von der Masse 
M^ von dem betrachteten Punkte des Feldes. 

Nach 104. folgt, daß die wahre Beschleunungsverteilung des 
Feldes ebenfalls ein Potential P besitzt, welches die alge- 
braische Summe der Einzelpotentiale P^ ist 

170, Beispiel Die Potentialniveauäächen des Feldes 
zweier Weltkörper, welche die gleiche Masse M haben, bilden 
Botationsfiächen, deren Achse die Verbindungslinie beider 
Körper, ist und deren Meridiankurven nach 169. (a) durch 



Km(- + -] = konst., 



also durch eine Cassinische Kurvenschar dargestellt werden. 
Die Beschleunung g ist der Gradient dieses resultierenden 
Potentials und steht deshalb überall auf den Niveauflächen 
senkrecht, ausgenommen in dem Mittelpunkt des Feldes, wo 
sie Null ist Auch ihre Größe erkennt man leicht, sie ist der 
Dicke der Niveauschichten verkehrt proportional, Fig. 84 stellt 
das ähnliche aber unsymmetrische Feld zweier Weltkörper von 
ungleichen Massen, z. B. Erde und Mond, dar, und zwar die 
Meridiane der Niveauflächen durch gestrichelte Linien, die 
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Vektorlinien des Feldes aber durch voll ausgezogene Linien. 
In der Nähe jedes der beiden Weltkörper, z. B. der Erde, 
überwiegt ihr eigenes Gravitationsfeld jenes des anderen so 
sehr, daß die Verteilung der Schwerebeschleunung in der Nähe 
der Oberfläche der Erde nahezu genau deren ungestörtes 
Gravitationsfeld darstellt Noch weniger deutlich ist die Mond- 
wirkung, weil wir nicht absolute, sondern nur relative Be- 




Fig. 34. 



schleunungen irdischer Körper gegen die Erdoberfläche 
beobachten können. 

Diese werden modifiziert: 1. Durch den gemeinsamen 
Umlauf der Erde und des Mondes um den Massenmittelpunkt, 
und 2. durch die Ungleichformigkeit des Gravitationsfeldes des 
Mondes flir verschiedene Orte der Erde. 

171. Abplattung der Erde zufolge ihres monatlichen Um- 
laufes. Sehen wir zunächst von der täglichen und jährlichen 
Botation der Erde und von der Ungleichformigkeit des Gravi- 
tationsfeldes des Mondes ab und betrachten nur den monat- 
lichen Umlauf der Erde um eine Achse, welche 4800 km 
von ihrem Mittelpunkte, der immer dem Monde gegenüberliegt, 
entfernt ist und auf der Ebene der Mondbahn senkrecht steht. 

Würde die ganze Masse der Erde im Mittelpunkte kon- 
zentriert und sich mit der Beschleunung desselben bewegen. 
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SO bliebe hierdurch das Moment der Besohle unungsgrößen an- 
geändert und entgegengesetzt dem Moment der Mondmasse 
in bezug auf die gemeinsame Achse. Dann müßte der Erd- 
mittelpunkt die partielle Beschleunung des Grayitationsfeldes des 
Mondes zeigen, er hat sie also tatsächlich. 

Die Beschleunung des Erdmittelpunktes zufolge der monat- 
lichen Eotation ist 0,0034 cm/sec*. Dies stellt also auch die 
mittlere Größe der Beschleunung irgend eines irdischen 
Körpers k im Gravitationsfelde des Mondes dar. Sie ist dem 
vektorischen Abstände o a der gemeinsamen Rotationsachse a a^ 
von Erde und Mond und der durch den Erdmittelpunkt gehen- 




Fig. 35. 
p Pol der Mondbahn, ee Ebene der Mondbahn. 



den parallelen Achse o o^ (4800 km) proportional. Die Erd- 
ober fläche in der Nähe von k hat aber eine dem Vektor ka 
proportionale Zentralbeschleunung zufolge der monatlichen 
Rotation der Erde um die Achse a a^. Die Relativ- 
beschleunung des Körpers k gegen die Erdoberfläche ist die 
Differenz dieser Vektoren, wird also durch den Vektor ok 
dargestellt. 

Zufolge des monatlichen Umlaufes der Erde unterscheidet 
sich die terrestrische Fallbeschleunung ebenso von der abso- 
luten Schwerebeschleunung, als wenn die Erde diesen Umlauf 
um die durch ihren Mittelpunkt gehende, die Richtung des 
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Poles der Mondbalin angebende Achse in 27^3 Tagen aus- 
fähren würde und die Mondgravitation nicht yorhanden wäre. 
Hierzu kommt noch die 13 mal langsamere Rotation der Erde 
um die Sonne und die 27 mal raschere tägliche Eotation der 
Erde^ sämtlich um nicht sehr yoneinander abweichende Achsen. 
Die Folge dieser Rotationen ist eine Abplattung der Niveau- 
fiächen der relativen Schwerebeschleunung, so daß die Meeres- 
oberfläche ein abgeplattetes EUipsoid darstellt, dessen Achse 
nahezu mit der Weltachse zusammenfällt^ aber merklich gegen 
den Pol der Mondbahn und etwas gegen den Pol der Ekliptik 
abgelenkt ist. 

173. Ebbe und Flut Nun ist noch zu berücksichtigen, 
daß die dem Monde zugewandte Seite der Erdoberfläche dem- 
selben um Yeo ^^^^^ ^s^) daher ist dort die Mondgravitation 
um Y30, d. i. um 0,0001 cm/sec* größer. Da sie hier der Fall- 
richtung entgegengesetzt ist, so verkleinert dies die terrestrische 
Fallbeschleunung an diesem Punkte. Auf der gegenüberliegen- 
den Seite der Erde, welche am weitesten vom Monde entfernt 
ist, weicht die Mondgravitation um den entgegengesetzten 
Betrag — 0,0001 cm/sec* vom Mittelwerte ab, und da sie 
hier im Sinne der Schwerebeschleunung wirkt, ist diese eben- 
fjEtUs verkleinert. 

Diese Abweichungen von dem Mittelwerte, welche die 
Mondgravitation in irdischen Gegenden zeigt, dürfen nicht als 
Relativbeschleanungen gegen den Erdboden gedeutet werden. 
Es hat nur der Erdmittelpunkt eine diesem Mittelwerte 
gleiche Beschleunung. Die übrigen Teile der Erde haben zu- 
folge ihrer monatlichen Rotation desto größere Beschleunungen, 
je weiter sie von der Rotationsachse entfernt sind. 

Berücksichtigt man auch diese Verkleinerung der Be- 
schleunung nicht fest mit der Erde verbundener Körper an 
der dem Monde zu- und abgewendeten Seite der Erde, so er- 
kennt man, daß die Meeresoberfläche, abgesehen von der 
täglichen Rotation ein dreiachsiges EUipsoid bilden müßte, 
dessen kleinste Achse gegen den Pol der Mondbahn und dessen 
größte Achse gegen den Mond gerichtet ist 

Der tägliche Durchgang dieser Meereserhebungen durch 
alle Hafenorte zufolge der täglichen Rotation der Erde be- 
stimmt die Flut- und Hafenzeiten. 
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Aus gleichem Grunde fallen die Steine bei hochstehenden 
sowohl als bei untergegangenem Monde langsamer gegen den 
Erdboden, als wenn der Mond im Horizonte steht, doch ist 

diese Veränderung der Schwerebeschleunung 
kaum mit den besten Pendeluhren zu erkennen, 
sie beträgt nämlich nur 1 Millionstel des Wertes. 
Ein in nahezu horizontaler Ebene beweg* 
liches, in der Ruhelage im Meridian liegendes 
Pendel (Horizontalpendel Fig. 36) sucht 
schon bei geringer Kichtungsänderung der 
Fig. 36."""' relativen Schwerebeschleunung eine andere Ruhe-» 
läge. Beträgt die Neigung der Schwingungsebene 
gegen die Horizontale nur 10"= Vaoooo Bogenmaß, so macht 
dasselbe zurzeit des Mondaufganges und Unterganges gegen den 
Mond gerichtete Ausschläge bis zu Y^o = ^»2®. 

Die Skalaren Fläehenintegrale* 

173« Ber Flächenvektor. Die Fläche eines Dreieckes, 
dessen Seiten in demselben Umlaufssinne gerichtet sind, 
kann durch das halbe rotorische Produkt zweier beliebiger 
Seiten dargestellt werden, also durch einen Vektor, welcher 
die Richtung der Normale der Fläche hat, und in dessen 
Richtung gesehen der Umfang der Fläche im Sinne des 
Uhrzeigers gerichtet ist 

Eine ebene polygonale Fläche kann, wenn die Seiten des 
Umfanges sämtlich in gleichem Umlaufssinne gerichtet sind, 
in Dreiecke zerlegt werden, deren Seiten sämtlich gleichen 
Umlaufssinn haben. Da die Flächengröße des Polygons gleich 
der algebraischen Summe der Dreiecksäächen und die Rich- 
tungen sämtlicher Flächen gleich sind, kann die Polygonääche 
durch einen Vektor dargestellt werden, welcher die vektorische 
Summe der Flächenvektoren der Dreiecke ist 

Da man jede ebene, krummlinig begrenzte Fläche in kleine 
Dreiecke zerlegen kann, so kann man sie durch einen Vektor f 
darstellen, dessen Größe gleich dem Flächeninhalte und dessen 
Richtung jene Normalrichtung der Fläche ist, in welcher 
blickend man alle Linienelemente des Umfanges der Fläche 
im Sinne des Uhrzeigers gerichtet erblickt (Fig. 37). 
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Die KompoDenten dieses Vektors f^ff^ sind die Pro- 
jektionen der Fläche anf die Eocrdinatenebenen. 

171. Aach eine begrenzte gekrümmte Fläche läßt sich 
durch einen bestimmten Vektor f darstellen. 

Man zerlegt zu diesem Zweck die gekrUmmte Fläche in 
sehr kleine, also ebene Flächenelemente, welche durch die 
Vektoren c/f dargestellt werden, die sämtlich nach derselben 
Seite der Fläche gerichtet sein mögen. Hierdurch ist ftlr den 
UmfEing sämtlicher Flächenelemente derselbe ümlanfssinn fest- 

f 




Fig. $7. Fig. 36. 

gelegt und der Umlanfssinn des ganzen Umfangee der Fläche 
mitbestimmt. 

Der Flächenvektor f oder vektorische Wert der ge- 
krümmten Fläche wird durch die vektorische Summe 



f^/^f 



definiert Die Komponenten desselben sind die Projektionen 
der Fläche auf die Koordinatenebenen. 

In der Richtung des F^chenvektors f blickend, sieht man 
die Projektion des Umfanges der Fläche auf eine zur Blick- 
richtung senkrechte Ebene die Projektion der Fläche im Sinne 
des Uhrzeigers umlaufen, oder wenigstens überwiegen die in 
diesem Sinne umlaufenen Teile der ProjektioE, wobei mehrfach 
überdeckte Teile mehrfach mit dem Vorzeichen der Umlaufe- 
sinne gezählt werden mUssen. Frenzen der Projektion, welche 
nicht durch die Projektion des Umfanges gebildet werden, 
müssen dabei zweimal im entgegengesetzten Sinne durchlaufen 
werden (Fig. 38). 

Jaumann, B«Becim|^tghre. g 
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175. Die Flächenelemente einer geschlossenen Ober- 
fläche stellt man durch überall nach außen gerichtete Vek- 
toren d^ dar. Ihre vektorische Summe ist Null 



/ 



d^^ 0. 



Dieser Satz wird uns später sehr anschaulich werden^ 
hier aber deuten wir nur den analytischen Beweis an. Die 
Komponenten dieses Integrals sind die Projektionen der ge- 
schlossenen Fläobe auf die Koordinatenebenen. Jede derselben 
besteht aus zwei gleichen sich überdeckenden entgegengesetzt 
zu zählenden Blättern und ist also Null. 

Hieraus folgte daß die vektorische Summe mehrerer ebener 
oder gekrümmter begrenzter Flächen, welche einen Baum ab- 
schließen und sämtlich nach außen gerichtet sind, Null ist. 

Ferner folgte daß die Differenz zweier durch denselben 
Umfang begrenzten und gleich gerichteten Flächen Null ist. 

176. Man kann das zweifache Integral, durch welches 

eine begrenzte Fläche dargestellt 
wird^ auf ein einfaches zurück? 
fuhren, d. h. die Summe der 
Flächenelemente fl?f, welche Pro- 
dukte von zwei unendlich kleinen 
Vektoren sind, auf eine Summe 
von Dreiecken zurückführen, von 
welchen nur eine Seite unend- 
lich klein ist. 

Die von einem beliebigen 
Punkte o bis zu dem Umfang u 
der begrenzten gekrümmten 
Fläche f reichenden Radien x 
bilden eine Kegelfläche (. Jedes 
dreieckige Element df derselben hat den Wert 

Die ganze Kegelfläche hat den Wert 




Fig. 39. 



'-*/ 



X X dJX. 



u 



Die skalaren Flächenintegrale. 115 

Durch ein solches rotorisches Linienintegral kann nun 
jedes Flächenintegral ersetzt werden. 

Die Flächen f und ( bilden nämlich zusammen eine ge- 
schlossene Fläche, es ist also 

oder 

(a) ^^ifxxdn. 

n 

Liegt der Umfang n in einer Ebene, so können wir die Inte- 
gration vollends ausführen. Sei f^ der yektorische Wert der 
ebenen durch diesen Umfang begrenzten Fläche, so ist 

f 
177« Der Durchfluß. Man bezeichnet das skalare Pro- 
dukt des Vektors df einer kleinen Fläche mit einem Vektor H 
als den Durchfluß dD^ des Vektors )i durch die Fläche (ff 

(a) dD^^t^'df. 

Ist eine Vektorverteilung )i gegeben und eine gekrümmte be- 
grenzte Fläche f im Felde^ so bezeichnet man als den Durch- 
fluß D^ des Vektors )i durch die Fläche das skalare Flächen- 
integral: 

D^^Jt>*dl 
f 
Jedes Element desselben ist der Durchfluß des für einen 
Punkt der Fläche f gegebenen Vektors t> mit dem dort be- 
findlichen Flächenelement dJj, 

Den Durchfluß der gegebenen Vektorverteilung durch eine 
geschlossene Oberfläche o bezeichnen wir als Ausfluß A^ des 
Vektors t> aus der Oberfläche. 



178. Hrstes Beispiel. Das Volum eines schiefen Kegels, 

dessen Basis df im vektorischen Abstände t von der Spitze o 

liegt, ist 

d(p « ^r»fl?f. 

Dieses Volum dtp wird also durch den Durchfluß des 
Radius t durch die Fläche rff dargestellt und zwar als eine 

8* 
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positive oder negative Zahl je nach der Richtung beider 
Vektoren. 

Das Volum tp^ welches durch den Kegel (Fig. 39 auf 
Seite 114], dessen Spitze in o liegt, und andererseis durch 
die gekrümmte Fläche f begrenzt ist, wird dargestellt durch 

f f 

ist also der dritte Teil des Durchflusses des Eadius t durch 

die Fläche f. 

Das Volum q) eines von der Oberfläche o umschlossenen 

Raumes ist gleich dem dritten Teile des Ausflusses der von 

einem beliebigen Zentrum o gezählten Radien t durch die 

Oberfläche. 

(a) (p=ld(p = ^lt*do. 



179. Zweites Beispiel. Der Durchfluß des Flächenvektors f^ 
einer Fläche durch diese selbst ist immer positiv, was zur 
Definition des Richtungssinnes dieses Flächenvektors verwendet 
werden kann, ja im Orunde genommen mit der in 174. ge- 
gebenen Definition ganz identisch ist. Die Richtung des 
Flächen Vektors ist jene, für welche sein Durchfluß durch die 
Fläche ein Maximum ist. Es ist: 

/fo•rff = fo•/«^f = fo^ 

f f 

also ist der Durchfluß des Flächenvektors durch die Fläche 
das Quadrat des Flächenvektors. 

180. Durchfluß der FektorrÖhren, Stromfäden, Jedes 
Vektorfeld t> läßt sich in Vektorröhren (93.) zerlegen. Sehen 
wir von Ausnahmsstellen des Feldes ab, so kann man ein kurzes 
Stück einer sehr dünnen Vektorröhre immer als einen Zylinder 
betrachten, in welchem der Vektor nahezu konstant ist Der 
Durchfluß dD^ des Vektors H durch einen beliebigen schiefen 
Querschnitt d^ der Vektorröhre ist dann immer gleich dem 
Durchflusse durch einen senkrechten Querschnitt dq der- 
selben, ist also von der Richtung des schiefen Querschnittes 
unabhängig und kann in der algebraischen Form 

dD^ =: vdq 
angegeben werden. 
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Wohl aber ist in einem längeren Stück der Vektorröhre 
der Durchfloß nicht konstant Ist aber in einem speziellen 
Felde die Größe v des Vektors dem senkrechten Querschnitt dq 
der Vektorröhre überall yerkehrt proportional ^ so nennt man 
diese einen Stromfaden. Der Durchfluß 

eines Stromfadens für einen ganz beliebigen Querschnitt d^ 
desselben ist eine für den Stromfaden charakteristische Zahl. 

181, Ein Kaumgebiet, in welchem die Vektorverteilung 
in Stromfäden yerläuft, nennt man divergenzfrei. Die 
übrigen Raumgebiete, in welchen die Vektorröhren keinen kon- 
stanten Durchfluß haben, nennt man Divergenzgebiete. Ein 




Fig. 40. 

Stromfaden kann nicht in einem divergenzfreien Räume ein 
Ende haben, denn die ihn umschließenden Vektorlinien be- 
rühren oder schneiden sich nicht, weil sein Durchfluß konstant 
ist. Ein Stromfaden, der ganz in divergenzfreiem Gebiete ver- 
läuft, muß also einen geschlossenen Ring bilden oder vom Un- 
endlichen ins Unendliche laufen. Sonst muß ein Stromfaden 
zwei Divergenzgebiete verbinden oder von einem Divergenz- 
gebiet zu diesem zurück oder ins Unendliche verlaufen. 

183. Eine geschlossene Fläche o (Fig. 40), welche kein 
Divergenzgebiet einschließt, hat den Ausfluß Null. 

Jeder Stromfaden durchstößt die Oberfläche o in gerader 
Anzahl und schneidet die Flächenelemente do aus derselben. 
Da diese überall nach außen gerichtet angenommen werden. 
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der Stromfaden aber abwechselnd in die Oberfläche eindringt 
und aus derselben herauskommt, so schließen die Vektoren d o 
abwechselnd stumpfe und spitze Winkel mit dem Vektor )i ein, 
dessen diyergenzfreies Feld wir betrachten. 

Der Ausfluß )i*(fo des Vektors durch diese Oberflächen- 
elemente ist stets gleich groß, aber von abwechselndem Vor- 
zeichen. Dasselbe gilt für alle Stromfäden des Feldes. Es 
ist also 



183« Umschließt jedoch die Oberfläche d ein Divergenz- 
gebiet, so ist der Ausfluß des Vektors nicht Null, auch wenn 
die Fläche selbst ganz in divergenzfreiem Gebiete verläuft. 

Umschließen zwei Flächen o^ und Og ein Divergenzgebiet, 
schließen sie aber zwischen sich einen divergenzfreien Eaum 




Fig. 41. 

ein, so muß jeder Stromfaden, der die eine Fläche in un- 
gerader Anzahl durchbricht, die andere Fläche in gleicher 
Bichtung und ungerader Anzahl durchbrechen, also zum Ausfluß 
beider Flächen gleich viel beitragen. Beide Flächen haben 
also gleichen Ausfluß 



C^'dOj^ = jt>*do^. 



184« Beispiel Das Vektorfeld sei gleichförmig, d. h. der 
Vektor habe überall den konstanten Wert c. Die Vektor- 
röhren sind dann Zylinder von konstantem Durchfluß. 
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Betrachten wir eine geschlossene Oberfläche in diesem 
Felde. Ihr Ausfluß mnß Null sein. Hieraus folgt 



Cc*dü^ t* Cdd^O. 



Nehmen wir für c drei verschiedene, nicht in derselben Ebene 
liegende Vektoren, so ergeben sich die drei Gleichungen 



/ 



do^O. 



Diese Ableitung ist yon der in 175. angegebenen analytischen 
nur in der Form verschieden. 

185. Die kegelförmigen Vektorröhren der Gravitations- 
beschleunung eines einzelnen Weltkörpers sind in ihrem ganzen 
Verlaufe außerhalb des Körpers bis ins unendliche Stromfäden. 

Da nämlich die Beschleunung g dem Quadrate der Ent- 
fernung von dem Mittelpunkte des Weltkörpers, also auch dem 
senkrechten Querschnitt dq der Vektorröhre verkehrt pro- 
portional ist, so ist der Durchfluß 

für jeden Querschnitt der Vektorröhre konstant, eine flir 
diesen Stromfaden charakteristische Zahl, welche unabhängig 
ist von dem Ort und der Eichtung des Querschnittes rff. 

186. Alle geschlossenen Flächen im Felde, welche den 
Weltkörper ausschließen, haben also den Ausfluß Null. 

Zwei beliebige geschlossene Flächen, welche den Welt- 
körper einschließen, haben denselben Ausfluß. 

Der Ausfluß Ä^ der Gravitationsbeschleunung aus einer 
Eugelfläche vom Radius r, deren Mittelpunkt der Mittel- 
punkt des Weltkörpers ist, welche aber in dem äußeren diver- 
genzfreien Gebiete verläuft, berechnet sich leicht, da die Be- 
schleunung g überall dieselbe Eichtung hat wie die Flächen- 
vektoren der Oberflächenelemente und überall dieselbe Größe 

hat. Er ist gleich dem algebraischen Produkte der Kugel- 
fläche und dieser Beschleunung. 
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Jede beliebige geschlossene Fläche, welche den Welt- 
körper von der Masse J[f einschließt, hat also den Ausfluß 

(a) Jß = -^471 KM. 

187. Addition von Durchflüssen, Die resultierende Vektor- 
verteilung t> mehrerer Vektorverteilungen t^. 

i 

hat für ein beliebiges Flächenelement df im Felde den Durchfluß 

i i 

Der Durchfluß der vektorischen Summe mehrerer Vektoren 
durch dasselbe Flächenelement ist gleich der algebraischen 
Summe der Durchflüsse der einzelnen Vektoren. 

Endlich gilt für eine größere gekrümmte begrenzte oder 
geschlossene Fläche f 

Der Durchfluß der vektorischen Summe ti mehrerer 
Vektorverteilungen t>. durch eine gegebene Fläche f ist gleich 
der algebraischen Summe der Durchflüsse der einzelnen 
Vektoren durch dieselbe Fläche Hierauf beruht die analytische 
Wichtigkeit der skalaren Flächenintegrale. 

188« Betrachten wir eine geschlossene Fläche o in einem 
allgemeinen Gravitationsfelde. Eine Masse M., welche sich 
innerhalb dieser Fläche befindet, bestimmt nach 186. (a) den 
Ausfluß —471 KM. durch dieselbe. Das partielle Feld einer 
außerhalb liegenden Masse hat aber den Ausfluß Null durch 
diese Fläche. Der wahre Ausfluß der Gravitationsbeschleunung g 
ist also 
(a) Jg ^ --4'jtK^M.. 

i 

Er ist in jedem Gravitationsfelde der Summe der von 
der betrachteten Oberfläche eingeschlossenen Massen 
proportional, von der Form der Fläche, Lage der ein- 
geschlossenen Massen und von dem Vorhandensein aus- 
geschlossener Massen ganz unabhängig. Wir werden den 
hohen Wert dieses Satzes bald erproben. 
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9. Sie allgemeine Oravitation. 

189. Ein geworfener Stein iat ein Trabant der Erde, der 
Mond ein schwerer Körper (138.). Es besteht also zwischen 
irdischen nnd Weltkörpem kein wesentlicher Unterschied. Jeder 
irdische Körper und das Meer zeigt Je nach seiner Lage 
im Gravitationsfelde des Mondes eine andere Beschlennnng. 
Andererseits ist es, um das GegenbeschleDDongsprinzip auf- 
recht zn erhalten, nabeliegend, anzunehmen, daß umgekehrt 
jeder Teil des ErdkQrpers eine Gegenbeschlennnng des Mondee 
bestimmt Jeder Teil eines Weltkörpere bestimmt hiernach ein 
besonderes, sehr schwaches Gravitationsfeld, und das Gravita- 
tionsfeld des ganzen Weltkörpers resultiert aas der Summierung 



vV 



Fig. 42. 
p Richtung der WelUchse 
X geogiaphische Zenitlichtung 
*.' lotrechter Zenit (Libellenzenit). 

der zahllosen ungemein schwachen partiellen Gravitationsfelder 
seiner Teile (Fermat und Newton). 

190. Lotablenhungen. Bie Sckicereheschleunung auf hohen 
Bergen. In der Nähe eines isoliert stehenden Berges bemerkt 
man wirklich, daß die Lotrichtong (der Libellenzenit) aus dem 
geographischen Zenit (dem Brdradius) gegen den Berg ab- 
gelenkt ist, was auf das Gravitationsfeld des Berges zurück- 
zufahren ist. 
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Bouguer (1740) beobachtete z. B. an der Nordseite des 
Chimborasso eine um 8" zu große Polhöhe yerglichen mit der 
Polhöhe an der Südseite des Berges (Fig. 42], was auf die Ab- 
lenkung des Libellenzenits zurückzuführen ist. 

Die Schwerebeschleunung g soll nach dem Gravitations- 
gesetze verkehrt proportional dem Quadrate der Entfernung r 
vom Erdmittelpunkte abnehmen. Es ist also: 

dg _ __ 2 — 

Für eine Erhebung fl?r = 2700 m bezw. 4400 m sollte also die 
Schwerebeschleunung um den Bruchteil 



= ^^r:rz bezw. 



1 



g 1200 680 

abnehmen. Sie ist jedoch tatsächlich auf einem isolierten 
Berge von dieser Höhe nur um den Bruchteil 



= ^7r:rz bcZW. 



1 



g 1300 850 

kleiner. Diese verhältnismäßig zu große Beschleunung auf den 
Bergspitzen ist auf das Gravitationsfeld des Berges zurück- 
zuführen. 

Gebirgsketten und Kontinente haben wohl auf die 
Eichtung aber nicht wie die isolierten Berge auch auf die Größe 
der Schwerebeschleunung merklichen Einfluß. Ihre Gravitation 
dürfte durch den entgegengesetzten Einfluß von Massen- 
defekten unter der Erdoberfläche großenteils kompensiert 
sein. Man kann hiemach die Gebirge als Blasen der Erd- 
oberfläche ansehen oder auch mit schwimmenden Schollen 
vergleichen. 

191. Zulässigkeü der Annahme der allgemeinen Gravitation, 
Es lag im Wesen der Newtonschen Schluß weise, daß ein 
kugelförmiger Weltkörper nach außen^ selbst ganz nahe seiner 
Oberfläche, dasselbe Gravitationsfeld bestimmt, als wäre seine 
ganze Masse im Mittelpunkte vereinigt. Newton hat unter 
dieser Voraussetzung die Abnahme der Schwerebeschleunung 
von der Erdoberfläche bis zum Monde verfolgt, und dessen 
Zentralbeschleunung so als seine Schwerebeschleunung erkannt 

Es muß nun gezeigt werden, daß auch bei Annahme der 
allgemeinen Gravitation das resultierende Feld aller Teile 
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eines kagelformigen Weltkörpers außerhalb desselben das 
gleiche ist, als wäre alle Masse im Mittelpunkte yereinigt. 

Die Potentialniyeauflächen der resultierenden Gravitation 
sind jedenfalls konzentrische Kugeln und die Beschleunung 
hat überall die Richtung gegen den Mittelpunkt des Welt- 
körpers und hängt nur Ton der Entfernung yon demselben ab. 

Der Ausfluß A^ derselben aus einer dieser Eugelflachen 
hat nach Gleichung 188.(a) den Wert 

(a) 4nr^ff^ ^4nKM\ 

worin M' die Ton der Kugel eingeschlossene Masse ist 
Falls dies die ganze Masse M des Körpers ist^ folgt also jeden- 
falls das Newton sehe Gesetz 

193« Im Innern der Erde muß man hingegen eine wesent- 
liche Abweichung von diesem Yerteilungsgesetz der Schwere- 
beschleunung erwarten^ falls das Gravitationsfeld wirklich aus 
den Feldern aller Teile des E^rdballs resultiert. 

Hätte die Ehrde überall die gleiche Dichte fi, so wäre für 
eine konzentrische Kugel im Erdinneren 

und also nach Gleichung 191. (a) 

Dann würde im Erdinneren die Schwerebeschleunung 
proportional der Annäherung an den Erdmittelpunkt ab- 
nehmen und in diesem den Wert Null erreichen. Letzteres 
muß auch dann stattfinden, wenn die Erde aus konzentrischen 
Kugelschichten von verschiedener. Dichte besteht. Doch kann, 
wenn die oberflächlichen Schichten wenig dicht sind, beim 
Eindringen in das Erdinnere anfangs noch eine Zunahme 
der Schwerebeschleunung und erst in größerer Tiefe eine Ab- 
nahme derselben eintreten, wie man dies in tiefen Schächten 
und unter der Meeresoberfläche tatsächlich beobachtet hat. 

198. Bifferentialgesetz der allgemeinen Gravitation, Wir 
haben nun keine kleine Aufgabe vor uns, wenn wir das aus 
der Zusammensetzung der Gravitationen der unendlich vielen 
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Teile aller Körper resultierende Beschleunungsfeld berechnen 
wollen. Die Beschreibung dieses Feldes wird jedoch äußerst 
einfach und durchsichtig, wenn wir die skalaren Ableitungen 
der Beschleunung^ nämlich ihr Potential und ihre Divergenz 
betrachten^ deren Kenntnis wir den Arbeiten von Lagrange 
(1777), Laplace (1782), Green (1828) und Gauss (1845) ver- 
danken. 

Betrachten wir das skalare Flächenintegral (den Ausfluß) 
SJ^ der Gravitationsbeschleunung für eine geschlossene Fläche, 
welche das sehr kleine Volum S(p umschließt In diesem 
Eaume ist jedenÜE^Us ein Stoff von konstanter Dichte fjL vor- 
handen (welche auch Null sein kann) und also die Masse fiScp 
eingeschlossen. Die ausgeschlossenen Massen sind gleichgültig. 
Nach 188.(a) folgt also 

Das Verhältnis des Ausflusses dieser Oberfläche zu dem 
von ihr umschlossenen Volum strebt also bei Verkleinerung 
dieses Volums dem bestimmten Grenzwerte 

dq> ^ 

zu, welcher unabhängig von der Art des Grenzüber- 
ganges, von den Formen, welche die Oberfläche während des 
Einschrumpfens annimmt, ist. 

Diesen echten Differentialquotienten nennt man die 
Divergenz des Vektors g und bezeichnet ihn durch 

dÄa , 1. 
-7-=^ = div 8 . 

aq> ^ 

Wir erhalten somit folgende Form des Gesetzes der 
allgemeinen Gravitation 

(a) divg = — 47t Kfi, 

Aus diesem Differentialgesetz folgt, wenn die Dichte fi als 
Funktion des Ortes gegeben ist, die Verteilung der Gravitations- 
beschleunung im ganzen Felde (siehe § 210). Es kann aber 
auch andererseits durch Multiplikation mit g auf die Form 



'*8--4^8'^^B 



gebracht werden, welche dem Gesetze der elektrischen Be- 
schleunungen analog ist. 
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194« Divergenz der Schwerebeschleunung im Erdinneren, 
Wenn die Dichte (i im Erdinneren nur von dem Abstände r 
Yom Mittelpunkte abhängt, also die E^rde aus konzentrischen 
Kugelschalen von verschiedener^ aber konstanter Dichte besteht, 
so hat die Schwerebeschleunung jedenfalls radiale Richtung und 
hängt ebenfalls nur von r ab. 

Der Durchfluß derselben durch zwei benachbarte Eugel- 
flächen ist Anr^g beziehungsweise 



4w(r«+ 2rdr)(g+^dr\. 



Die Differenz dieser Durchflüsse ist der Ausfluß 8 A^ aus 
der Oberfläche der von beiden konzentrischen Kugeln ein- 
geschlossenen Schicht 

Da Anr^dr ^ 8<f das Volumen der Kugelschichte ist, 
folgt für die Divergenz des Vektors g 

(a) diy9i^ + 2^.') 

V / ^ dr r 

Die Divergenz der Schwerebeschleunung außerhalb der 
Erde ist hiemach gleich Null. Innerhalb der Erde gilt aber 
nach 193. (a) das. Gesetz: 

(b) ^ + 2f =-4«J5:^. 



195. Da die Masse der Erde gleich 

ist,, worin r^ den Erdradius und fx^ die mittlere Erddichte 
bezeichnet, ist die Schwerebeschleunung g^ in der Nähe der 
Erdoberfläche 

Ist die oberflächliche Erddichte ^, so folgt aus Gleichung 
194.(b) 



^) Das gilt für jeden beliebigen Vektor von durchaus radialer 
Richtung, der nur von r abhängt. Deshalb ist z. B. die Divergenz des 
Radius x selbst gleich 8 

divr = 3. 
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(a) ^ + 2^= -A%Kß 

^ ' ar Tq 

oder 

^90 _ A^J^I^ 



="^^^(|"^o -i^)- 



dr 

In der Meerestiefe und selbst in Schächten ist der nume- 
rische Wert der Schwerebeschleunung größer als an der Erd- 
oberfläche, also ist dg^jär eine positive Zahl. Hieraus folgt, 
daß die mittlere Erddichte mehr als 1,5 mal so groß als 
die oberflächliche Gesteinsdichte ist. Es ist dies ein Massen- 
vergleich auf Grund der Verteilung der resultierenden Beschleu- 
nung (165.). 

196« Zum Vergleich der nach der ersten und zweiten Methode 
bestimmten Massenwerte ist es notwendig die Eonstante des Gravi- 
tationsfeldes einer terrestrischen Masse zu bestimmen, welche man 
nach der ersten oder einer der drei weiter unten angegebenen 
Methoden mit der Kilogrammmasse verglichen hat. Dann kann 
man den Wert aller astronomischen Massen in Kilogramm, 
also auch die Erddichte in gr cm"^, und die Gravitations- 
konstante K in gr-^ cm^ sec"^ angeben. 

Wir haben bereits mehrere meßbare Gravitationswirkimgen 
terrestrischer Massen kennen gelernt. 

Mit Hilfe des Bathometers (§ 220) kann man konstatieren, 
daß die Schwerebeschleunung in 1000 m Meerestiefe um 
0,391 (cm sec"2) größer ist. Es ist also 

^ = 0,391 X 10-5 (sec-2), 

jtt = 1,026 (gr cm-^) ist die Dichte des Meerwassers. 

Aus Gleichung 195. (a), in welcher alle Werte bekannt 
sind, berechnet sich nun die Gravitationskonstante: 

K = 6,67 X 10-8(gr-i cm-» sec-2). 

Da wir nun den Wert der Gravitationskonstanten im 
terrestrischen Maßsystem kennen, so können wir die Masse 
der Erde M in diesem Maße berechnen. Es ist 

worin ^^ = — 982 cm / sec*, der Erdradius r^ = 6,4 x 10® cm ist. 
Man erhält so die Masse der Erde gleich 5,98 x 10*^ gr. 
Die mittlere Erddichte ist hiernach 5,5grcm~^. 
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197. Auch aus der Lotablenkung in der Nähe isolierter 
Berge und aus dem Werte der Schwerebeschleunung auf iso- 
lierten Bergspitzen kann man die Gravitationskonstante be- 
rechnen (Cayendish 1781), da die Oesteinsdichte und Form 
des Berges und die Entfernung seiner Teile vom Beobachtungs- 
orte bekannt ist. 

198. Gavendish zeigte, daß schon 
eine große Bleikugel von 1000 kg Masse 
ein meßbares Gravitationsfeld bestimmt. 
Man kann mittels einer an einem feinen 
Qaarzfaden suspendierten Drehwage (Fig. 43) 
die Gravitation von Körpern nachweisen, 
die kaum 1 kg Masse haben. Wenn bei 
diesen äußerst empfindlichen Experimenten 
alle Versuchsfehler ausgeschlossen sind, 
bilden sie eine schöne Bestätigung der 
allgemeinen Gravitation. 

Die Divergenz eines Tektors. Das Yektor- 
potential eines Skalars. 

199. Für jeden Ort im Felde einer 
kontinuierlichen (und differenzierbaren) Vek- 
torverteilung ti läßt sich ein derivierter 
Skalar angeben, welchen man die Diver- 
genz des Vektors an dem betrachteten 
Orte nennt. Derselbe ist der Grenzwert 
des Verhältnisses des Ausflusses dÄ^ aus 
einer Oberfläche zu dem eingeschlossenen 
Volum d(pf aufweichen die Art des Grenz- 
überganges keinen Einfluß hat 

d\ ^ Fig. 48. 

-T-^ = div ö . 

dq> 

Alle für den Physiker nur einigermaßen beachtenswerten 
Vektorverteilungen haben diese Eigenschaft einer bestimmten 
Divergenz für jeden Punkt des Raumes. 

Diese Divergenzzahl ist nicht nur als echter Differential- 
quotient, sondern auch als skalare Ableitung eines Vektors 
von größter rechnerischer Bedeutung. 
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300. Der Gaus 8 gehe IntegraUatz, Wenn zwei Säume q)^ 
und q)^ (^g* ^^] zusammenstoßen, so daß sie durch die 
Fläche ab geschieden werden, so ist die Summe der Aus- 
flüsse A^ und A^ eines Vektors ti durch die ganzen Ober- 
flächen beider Bäume gleich dem 
Ausflusse A durch die äußere Ober- 
fläche beider Bäume 

A^A^ + A^, 

Ein Anteil jedes der Oberflächen- 
integrale Jj und A^ bezieht sich 
allerdings auf die Scheidewand, aber 
diese Anteile sind gleich und ent- 
Fig. 44. gegengesetzt, denn der Scheidewand 

muß als Oberfläche des einen oder 
anderen Baumes betrachtet entgegengesetzte Bichtung zu- 
gesprochen werden. 

Man kann nun einen Baum (p durch viele Scheidewände 
in kleine Zellen dtp zerlegen. Das Oberflächenintegral 




As 



^f,.d 



über die äußere Oberfläche o dieses Baumes ist gleich der 
Summe der Ausflüsse dA^ aller Zellen dq) 

<p 

Diese bestimmen sich aber durch die Divergenz des 
Vektors 

dA^ = diYt^dcp . 

Wir erhalten so den wichtigen Gauss sehen Integralsatz: 
(a) jt^'d0=ldivt}d(p. 

<p 

Das über eine geschlossene Oberfläche erstreckte 
skalare Integral eines Vektors ist gleich dem über 
den eingeschlossenen Baum erstreckten algebraischen 
Integral der Divergenz des Vektors. 
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301. JBeispieL Die Verteilung der Greschwindheit t^ der 
Punkte einer beliebig bewegten Flüssigkeit sei gegeben und 
wir betrachten eine Oberfläche o im Innern der Flüssigkeit, 
welche als eine dünne^ aus bewegten Flüssigkeitsteilen be- 
stehende Haut vorgestellt werden muß. Die Fluxion des von 
dieser Oberfläche eingeschlossenen Volums (p ist 



(a) 



^^ r»».ai»i Tdivtorfy. 



d 

<p 

Ist das betrachtete Volum selbst sehr klein, so folgt für 
die Fluxion desselben 

(b) ^-<p^^t,. 

Die Divergenz der Geschwindheiten der Flüssigkeitsteile 
ist also gleich der Fluxion jedes kleinen Flüssigkeitsvolums 
an dieser Stelle, bezogen auf die Volumseinheit. 

303. Zweites Beispiel. Die gegebene Vektorverteilung x 
stellt die Entfernung der Punkte des Feldes von einem Null- 
punkt o dar. Es ist dann nach Gleichung 178.(a) das Volum qp, 
welches von einer Oberfläche o eingeschlossen wird 

(p^ijfdo^^ (diYxd(p , 

Da dies für jede Oberfläche in dem Felde gelten muß, ist 

divr ^3. 

Es ist dies also eine Vektorverteilung mit gleichförmiger 
Divergenz. 

308. Für die Divergenz einer Vektorverteilung an dem 
betrachteten Orte ist nicht etwa die Divergenz der Vektorlinien, 
also die kegelförmige Gestalt der kleinsten Vektorröhren allein 
maßgebend, sondern auch die Änderung der Größe des Vektors 
in der Längsrichtung der Röhren. Die Divergenz ist der 
Differentialquotient des Durchflusses D = vq der Vektorröhren 
(vom senkrechten Querschnitt q) nach ihrer Länge l, bezogen 
auf die Querschnittseinheit: 

j. . , 1 dD dv , V da 
q dl dl q dl 

In § 196 findet sich hierzu ein einfaches Beispiel« 

J au mann, Bewegungslehre. 9 



130 Bewegung starrer Körper in Luft. 

In einem Gebiete des Feldes , in welchem die Divergenz 
Null ist^ können also doch die Vektorlinien divergieren^ wie dies 
z. B. in dem Gravitationsfelde eines oder mehrerer Weltkörper 
stattfindet. 

304, Auch ein Vektor to , welcher überall im Felde die- 
selbe Eichtung x hat, dessen Yektorröhren also zylindrisch sind 
und dessen Sichtungen nicht divergieren, kann eine Divergenz 
haben, welche nach obiger Gleichung durch 

(a) div 11^=^4^ 

dargestellt wird. Hierin kann die Zahl v^ eine Funktion aller 
drei Koordinaten sein. Da wir jedoch die in die :r-Bichtung 
fallenden Vektorröhren beliebig dünn annehmen können, 
kommen die partiellen Ableitungen der Zahl v^ noch t/ und z 
nicht in Betracht. 

.206 • Der Ausfluß der vektorischen Summe zweier Vek- 
toren ist nach 187. gleich der Summe der Ausflüsse derselben 
durch dieselbe Fläche. Wenn 

so ist 

Das gleiche gilt also fiir die Divergenz der vektorischen 
Summe, welche die Summe der Divergenzen der einzelnen 
Vektoren ist 

(a) divl>=i=2<^^^»- 

306. Addieren wir die drei nach den Koordinaten ge- 
richteten sonst beliebigen Vektorverteilungen ö^ ö und ö^ zu 
der allgemeinen Vektorverteilung ti 

so ergibt sich nach 204. (a) und 205. (a) die analytische Form 
der Divergenz eines Vektors 

(a) divli=i=J^ + 4^+ ^^- 



dx dy ' dx 

Die Divergenz eines Vektors ist gleich der Summe der 
partiellen Differentialquotienten seiner Komponenten nach ihren 
Richtungen. • 
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207. Die allgemeine Derivation einer Vektorverteilung ti 
nach dem unabhängig veränderlichen Ortsvektor t ist die 
Dyade dieser Vektorverteilung (siehe § 95 und 96) 

Der erste Skalar 0^ (siehe § 96) dieser Dyade ist nach 
97. und 206. die Divergenz des Vektors t> 

(a) divöi*^. 

308« Mit HiKe des Hamilton sehen Differentialoperators V 
kann man diese Werte in folgender Art darstellen. Es ist 

(a) div ö ^ V • ö . 

Die Divergenz eines Vektors ti kann als das skalare 
Produkt des vektorischen Operators V niit dem Vektor m 
dargestellt werden. 

209. Das skalare Produkt V • ti folgt der Distributionsregel 

oder 

(a) div (öl + l>a) ^ div öj + div tig • 

Die Divergenz der vektorischen Summe zweier Vektor- 
verteilungen ist, wie schon in 205. mitgeteilt wurde, gleich der 
algebraischen Summe der Divergenzen derselben. 

310. J)as vektorische Potential einer skalaren Verteilung, 
Nicht jede Dyadenverteilung (p hat ein Vektorpotential m 
(siehe § 100), sondern sie muß die sechs Bedingungen 

V X =1= 
erfüllen. 

Ist nur der erste Skalar (P^ der Dyade gegeben, d. h. nur 
die Divergenzzahl O^ des Potentialvektors t^, so sind noch 
zweifach unendlich viele Vektorverteilungen ti angebbar, welche 
diese Divergenzverteilung haben, da man jede beliebige diver- 
genzfreie Vektorverteilung addieren kann. Wir können dem 
Vektor also noch die zwei Bedingungen 

V xt>=L 

auferlegen, also nach 103. verlangen, daß derselbe einskalares 
Potential 8 habe 

9* 
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Dann ist 

V . V 'S = *, 
oder 

dx^ dy* d^x s\ ^ j 

Das Integral dieser Differentialgleichung wurde von 
Laplace und Poisson angegeben. Sie ist gleich jener der 
allgemeinen Gravitation 193.(a), wenn man 

setzt Das skalare Potential P der Gravitationsbeschleunung 
ergibt sich jedoch nach Gleichung 169. (a) durch das Integral 



\=^f^d<p, 



<p 

welches über den ganzen Baum zu erstrecken ist, von welchem 
d<p ein Element ist, welches die Masse (jLd(p enthält, r. ist 
die Entfernung dieses Massenelementes von jenem Punkte i, 
dessen skalares Potential P. obiges Integral angibt 

Das Integral der Laplace -Poisson sehen Gleichung 



ist also 


9 


(a) 





9 



Das gesuchte vektorische Potential ti des gegebenen Skalars 
0. ist der Gradient dieses skalaren Potentials 8}) 



10. Die irdischen Gegenbeschleunnngen. 

211« Wir haben die Gravitationsbeschleunungen, zu welchen 
auch die Schwerebeschleunung gehört, als astronomische Be- 
schleunungen bezeichnet, weil weitaus die meisten Beobachtungen 
auf diesem Gebiete astronomischer Natur sind. 

Alle übrigen Beschleunungen verhalten sich wesentlich 



^) Näheres hierüber siehe B i e m a n n - W eher, Partielle Differential- 
gleichungen, Braunschweig 1900. 
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anders \md wir fassen sie als irdische Beschleunungen zu- 
sammen^ obgleich sie auch an Himmelskörpern ausnahmsweise 
beobachtbar sein könnten. So sind z. B. elektrische Be- 
schleunungen aller Himmelskörper, besonders der Kometen^ 
nicht unwahrscheinlich. 

212. Typus der irdischen Beschleunungsgesetze, Während 
die Gravitationsbeschleunungen von den Eigenschaften des be- 
schleunten Körpers unabhängig sind^ sind die sämtlichen 
irdischen Beschleunungen von den Eigenschaften des 
gegenbeschleunten Körpers unabhängig. Die absolute 
Größe der Beschleunung des einen Körpers bestimmt sich 
durch die Zustände des Baumes zwischen beiden Körpern, 
aber sie muß auch irgendwie von den Massen beider Körper 
abhängen^ weil man sonst das Gegenbeschleunungsgesetz nicht 
erfüllt finden würde, wenn man die durch direkte Gesetze be- 
stimmten Beschleunungen beider Körper miteinander vergleicht 
Da nun eine irdische Beschleunung nicht von der Masse des 
gegen wirkenden Körpers abhängt, so muß sie der Masse des 
beschleunten Körpers verkehrt proportional sein. 

313. Es ist also in diesen Fällen nicht nur die Be- 
schleunung g des Körpers, wie immer, durch ein einfaches Ge- 
setz bestimmt, sondern es ist die Beschleunungsgröße wig, 
worin m die Masse des beschleunten Körpers ist, insofern 
durch ein noch einfacheres Gesetz bestimmt, als die Be- 
schleunungsgröße durch den Zustand des Raumes zwischen 
beiden Körpern völlig bestimmt ist und von den Eigen- 
schaften beider Körper unabhängig ist. Hierdurch ge- 
gewinnt die Beschleunungsgröße, welche auch hier nur durch 
das Gegenbeschleunungsgesetz Bedeutung erlangt, eine erhöhte 
Wichtigkeit fiir die Theorie der Bewegung diskreter starrer 
Körper. 

314. Als erstes Beispiel betrachten wir das Gesetz der 
elastischen Beschleunungen. Eine elastische Feder sei zwischen 
zwei Körpern von den Massen m^ und m^ ausgespannt. Die 
Beschleunung, welche der erste Körper zeigt, ist zunächst 
durch die Ausdehnung s der Feder bestimmt, muß aber außer- 
dem seiner Masse verkehrt proportional sein. Es ist also 
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worin x^ eine Konstante ist^ die nur von den Eigenschaften 
der Feder abhängt. Für die Gegenbeschlennung gilt 



m 



2 



5^2 = - ^ 



215« Zweites Beispiel Zwei Hohlkugeln aus Blech, welche 
entgegengesetzt elektrisch geladen sind^ zeigen Besehleunungeu, 
welche vor allem von dem zwischen ihnen übergehenden 
elektrischen Durchfluß B und von ihrer Entfernung r ab- 
hängen. 

Vergrößert man die Masse der Eugel 2, indem man sie 
z. B. mit Schrot füllt, so hat dies cet. par. keinen Einfluß 
auf die Beschleunung g^, welche die Kugel 1 zeigt. Es folgt 
deshalb aus dem Gegenbeschleunungsgesetz, daß nicht die 
Beschleunungen g^ und g^ der beiden Kugeln, sondern deren 
Beschleunungsgrößen m^ g^ und m^ g^ durch ein direktes Gesetz 
bestimmt sind. Es ist 

316. Britte Methode der Massenbestimmung. Ebenso wie 
man nach der zweiten Methode das Verhältnis der Massen 
zweier Planeten durch zwei getrennte Beobachtungen von Be- 
schleunungen in ihren Feldern messen kann, braucht man auch 
bei irdischen Beschleunungen das Massenverhältnis zweier 
Körper nicht aus dem negativen verkehrten Verhältnis der 
Beschleunung und Gegenbeschlennung derselben zu bestimmen, 
sondern kann dasselbe durch zwei getrennte Beobachtungen 
feststellen. 

Man bringt die beiden Körper nacheinauder unter die- 
selben Beschleunungsbedingungen, so werden sie gleiche Be- 
schleunungsgröße annehmen und das Verhältnis ihrer Be- 
schleunungen gibt das positive verkehrte Verhältnis ihrer Massen. 

Wir wollen diese Methode durch ein Beispiel erläutern. 

217« Massenbestimmung aus der Bauer elastischer Schwin- 
gungen, Ein Körper von der Masse m^ hängt an einer Feder. 
Man beobachtet die Schwingungsdauer ty Die Beschleimung 
des Körpers bestimmt sich nach § 10 durch 

9i = - 7T''^> 
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worin s die Exkursion ist. Andererseits ist diese Beschleunung 
nach 214. der Masse des Körpers verkehrt proportiokial 



X« 



Es ist also die reciproke Masse des Körpers bis auf die 
unbekannte Konstante x* bestimmt: 

(a) «• ^"' 



Wl Xi" 



Beobachtet man nun die Schwingungsdauer r^ eines anderen 
Körpers von der Masse m^ an derselben Feder, so ergibt sich 
das Massenverhältnis durch das direkte Verhältnis der Quadrate 
der Schwingungsdauem 






318. Bestimmung der Summe der reziproken Massen zweier 
Körper aus deren relativer Schwingung. Wir haben hier 
eine ähnliche Korrektion auf die gegenbeschleunte Masse an- 
zubringen wie in 167. Sind zwei Massen m^ und m^ durch 
eine elastische Feder verbunden, deren Ausdehnung s ist, so 
ändert sich s sinusartig mit der Zeit und 

4 71« 

9 i^* 

ist die zweite Fluxion von s oder die Relativbeschleunung 
der beiden Körper. 

Das Gesetz der elastischen Beschleunung (214.) bestimmt 
aber die absoluten Beschleunungen g^ und g^ der beiden 
Körper, deren Differenz die Relativbeschleunung g ist 

— S S . 



9 y% "\ ^ ffi^ 

Man erhält also: 
(a) ,.M +J_)^i^. 

Dies ist die genauere Form der Gleichung 217. (a). Ist 
das eine Ende der Feder an einer sehr großen Masse, z. B. der 
Wand befestigt, so fällt diese aus der Gleichung fort. 

Man kann sonach mit der in 148. beschriebenen Schwin- 
gungswage nicht nur durch Beobachtung des Amplituden« 
Verhältnisses das Massenverhältnis zweier Körper be- 
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stimmen, sondern auch durch Beobachtung der Schwingungs- 
dauer die Summe der reziproken Massen bestimmen, zu 
welchen sich natürlich die Massen der Wagschalen addieren. 

Während die pendelartige Aufhängung der Schalen, die 
sich aus praktischen Gründen nicht vermeiden läßt, keinen 
Einfluß auf erstere Messung hat, beeinflußt sie die Schwingungs- 
dauer des Apparates, aber in einfacher Weise: Es bestimmt 
sich die Schwingungsdauer x der reinen elastischen Schwingung 
aus der beobachteten Schwingungsdauer Tj des Apparates 




V =F= — — 1 

i|i|M|iiiiMiii|iiii|iii|iiTii|Mii|iiiitimiiliriiiHii>M|ilM|iiii|iiii|iiii|liiimii|iiiT|iiiiiiJil|iiii|iiiH 



Fig. 45. 

nach dem Abbrennen des Fadens und aus der Schwingungs- 
dauer Tg der Pendelschwingung, welche man erhält, wenn man 
beide Massen in gleicher Richtung ohne Spannung der Feder 
schwingen läßt, und zwar ist, wie man leicht berechnet • 



T« Ti« 



T2^ 



Bei der abgebildeten Schwingungswage ist die Dauer der 
Pendelschwingung Tg = 2 sec. Für die Masse der leeren Schale 
setzt man am besten 77 gr. Es entspricht dies aber nicht 
ganz dem wahren Wert, sondern ist ein zur Ausgleichung der 
Fehler des Apparates angenommener Wert. Derselbe gestattet 
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dann Maösenbestimmongen mit einer Genauigkeit von etwa 
zwei Prozent, wie nachfolgende Tabelle zeigt. 



wii gr 


w, gr 


Ti sec 
beobachtet 


^, secVgr 
berechnet 


77 


77 


0,27 


0,00193 


264 


264 


0,4» 


194 


514 


264 


0,56 


193 


577 


577 


0,70 


192 


1077 


577 


0,78 


193 


1077 


1077 


0,91 


195 



219. Fierte Methode de?' Massenhestimmung. Eine ganz 
eigenartige Methode der Massenbestimmung, nicht durch Beob- 
achtung von Beschleunungen, sondern durch Beobachtung eines 
Ruhe fa lies resultiert aus der Kombination einer irdischen 
Beschleunung, welche cet. par. der Masse des beschleunten 
Körpers verkehrt proportional ist mit einer astronomischen 
Beschleunung, welche von seiner Masse unabhängig ist. 

Wird der Körper z. B. an einer Federwage (Fig. 46) 
aufgehängt, so muß die elastische Beschleunung desselben im 
Ruhefalle gleich und entgegengesetzt der Schwerebeschleunung^^ 
sein. Mankennt also nicht nurwie immer die Beschleunungs- 
größe, welche durch die Spannung s der Feder bestimmt wird, 
sondern auch die Beschleunung selbst und also auch die Masse 
des Körpers. 

Es ist nach 214, für zwei Körper von den Massen m^ 
und TW« 



m. 



— >^^ 



und 



9o^^ r 



m 



2 5^0 "" * "^2 > 



so daß sich das Massenverhältnis durch das Verhältnis der 
Dehnungen bestimmt 



TTlt 



5, 



Ein gespannter Muskel und eine gespannte Feder haben 
ganz ähnliche Wirkungen. Gehört der Muskel meinem Arme 
an, so empfinde ich seine Spannung mittels des sogenannten 
Kraftsinnes direkt, ohne die Deformation des Muskels betrachten 
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zn müsBen. Zufolgedessen kann man das Verhältnis gehobener 
Massen nach den Eraftempfindungen heorteilen. 

Nan iatvom Standpaukte der modernen 
Bewegungelehre diese vierte Methode der 
MasBenbestimmnng die künstlichste von den 
bisher aufgezählten Methoden, und läßt für 
sich betrachtet die wahre Bedeutung der 
Masse als der Konstanten des Gegen- 
bescMeunungsprinzips durchaus nicht er- 



Gerade diese Methode umfaßt aber die 
ältesten mechanischen Beobachtungen. Da 
man sich den Begriff einer physikalischen 
Größe stets an der bekanntesten Meß- 
methode derselben bildet, so ist die ver- 
breitetste Vorstellung von der Masse die 
einer drfickenden oder zerrenden Last, 
was dem wissenschaftlichen Massenbegriff 
durchaus nicht entspricht. 

330. Dcu Bathometer. Umgekehrt 
kann man mit einer Pederwage, an welcher 
ein Körper von onveränderlicher Masse 
hängt, Veränderungen der Schwerebeschleu- 
nung nachweisen. Da 

•ns,--': 

so ist 



d. h. eine Änderung der Federdehnung 
zeigt eine Änderung der Scbwerebeschlen- 
nung um denselben Bruchteil an. 

Auf diese Weise kann man sehr genau 
die Zunahme der Schwerebeschleunung in 
der Meerestiefe bestimmen. Hierzu ver- 
wendet man das Bathometer von 
Fig. 46, W. Siemens. Die elastische Feder ist 

durch ein elastisches Blech (Manometer- 
Uecli) ersetzt Hierauf lastet die Quecksilbersäule eines Baro- 
meters, welche das Federblech desto mehr spannt;, je größer 
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die Schwerebeschleunung wird. Die Deformation des Bleches 
wird durch einen Fühlhebel markiert. Das Instrument ist so 
genau ^ daß man mit Hilfe desselben und der bekannten Zu- 
nahme der Schwerebeschleunung in der Meerestiefe (196.) die 
letztere bestimmen kann. 

221. Antrieb und Bewegungsgröße. Aus der Uuyghens- 
sehen Definition der Beschleunung 

folgt durch Multiplikation mit der Masse m des bewegten 
Körpers 

6 '^ mg i= ^(mö). 

Die Beschleunungsgröße h ist die vektorische Fluxion 
der Bewegungsgröße, weil die Masse unveränderlich ist. 

Da für alle irdischen Beschleunungen diskreter starrer 
Körper die Beschleunungsgröße h durch direkte Gesetze be- 
stimmt ist, empfiehlt es sich, diesen Vektor in die Bewegungs- 
gleichungen diskreter starrer Körper einzuführen. Für die 
Bewegung kontinuierlicher deformierbarer Medien hat derselbe 
jedoch keine Bedeutung. 

Aus obiger Definitionsgleichung folgt: 

hdt^ d{mti) 
uud 



(a) fhdt^ 



m Ög — »i öj 



Das Produkt idt nennt man den Antrieb des Körpers 
in der Zeit dt, das obige vektorische Integral nennt man den 
Antrieb des Körpers in der Zeit [t^ — /J. 

Etwas Neues ist für uns in diesem Satze nicht enthalten. 
Er hat auch insofern keine praktische Form, als der Vektor i 
gewöhnlich nicht als Funktion der Zeit, sondern des Ortes 
gegeben ist. 

333. Arbeit und Bewegungsenergie. Deshalb geht man 
besser von der skalaren Form 
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[siehe 78. (a)] der Definitiohsgleichungen der Bewegungen aus, 
und fulirt durch Multiplikation mit der Masse des bewegten 
Körpers die Beschleunungsgröße 6 desselben ein. Man 
erhält so: 

und wenn man über einen längeren Weg des Körpers integriert 

(a) imv^^'-^mv^^^Jh'd». 

Auch dieser Satz folgt somit durchaus aus Definitionen. 
Doch hat er große rechnerische Wichtigkeit. Die Beschleunungs- 
größe 16 des Körpers ist nämlich bei allen Bewegungsvorgängen 
(außer der Gravitation, für welche sie keine Bedeutung hat) 
durch einfachste Gesetze als Funktion des Ortes § bestimmt; 
femer aber auch wegen der skalaren Form der Gleichung 
und den dadurch bedingten einfachen geometrischen Eigen- 
schaften des Linienintegrals. 

Dieses nennt man die Arbeit des Körpers. Den durch 
obige Gleichung zu öfterer Verwendung gelangenden Ausdruck 
\mt>^ nennt man die Bewegungsenergie des Körpers. 

Die Einheit der Bewegungsenergie oder Arbeit: 1 (grcm^sec" ^ 
bezeichnet man als 'ein Erg. 

Die Einheit der Beschleunungsgrößen: 1 (grcmsec^^) be- 
zeichnet man als ein Dyne. 



Die Skalaren Linienintegrrale. 

223. Man bezeichnet das skalare Produkt eines Vektors t> 
mit einer kleinen Strecke d§ als den Fortlauf dF^ des Vek- 
tors auf dieser Strecke 

(a) dF^^t^^d». 

Ist eine Vektorverteilung gegeben und eine gekrümmte 
begrenzte Linie ^ im Felde, so bezeichnet man als den Fort- 
lauf F^ des Vektors ti auf diesem Wege das Integral 



F^^ß 



9 



h 
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Jedes Element desselben ist der Fortlauf für ein kleines 
Element d^ des Weges. 

Diese sämtlichen Wegelemente sind längs des Weges in 
gleichem Fortlaufssinne positiv zu zählen. Der Fortlauf F^ 
kehrt sein Vorzeichen um, wenn der Integrationsweg, d. h. sämt- 
liche Elemente desselben in umgekehrtem Sinne gerichtet an- 
genommen werden. 

Den Fortlauf auf einem geschlossenen Umfange n bezeichnen 
wir als den Umlauf U^ des Vektors ti auf diesem Umfange 

n 

224. Die Potentialdifferenz läßt sich als Fortlauf des 
Gradienten darstellen. Da nach 87. 

dP^ S7 P^d», 
so ist 

fdP^fs/ P-d» 

oder 

P^— Fl = ^vp- 

Der Fortlauf eines Gradienten auf einem beliebigen 
Wege von einem Punkte 1 zu einem Punkte 2 des Feldes ist 
gleich der Differenz der Potentialwerte dieser Punkte. 

225* Bedingung für das Vorhandensein eines Potentials, 
Wenn eine Vektorverteilung ti als Gradientenverteilung eines 
Potentials P darstellbar sein soll, so muß der Fortlauf des 
Vektors auf zwei beliebigen Wegen, die von demselben An- 
fangspunkt zu demselben Endpunkt führen, gleich sein, denn 
dieser wird dann nur durch die 
Potentialdifferenz dieser zwei Punkte 
bestimmt. 

Kehrt man den einen der 
beiden Integrationswege um, so ist 
die Summe beider Fortläufe, welche 
dann einen Umlauf bilden. Null. 

Die hinreichende Bedingung Fig. 47. 

dafür, daß ein Vektor ti in einem 

Raumgebiete ein Potential hat, ist, daß jeder Umlauf des 
Vektors in diesem Gebiete Null ist. 
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236. Wenn zwei Flächen f^ und f^ (Pig. 48) zusammen- 
stoßen, so daß sie durch eine gemeinsame Scheidelinie getrennt 
sind, so ist die Summe der Umläufe ü^ und U^ einer be- 
liebigen Vektorverteilung auf den Umfangen der beiden Flächen 

gleich dem Umlauf U auf dem 
äußeren Umfange beider Flächen 

Sämtliche Flächenelemente 
sollen nach derselben Seite der 
Flächen gerichtet und also sämt- 
liche Umläufe in gleichem Sinne 
Fig. 48. gezählt sein. Ein Teil der Um- 

läufe ü^ und U^ bezieht sich aller- 
dings auf die Scheidelinie, aber diese Anteile sind gleich und 
wegen ihres entgegengesetzten Fortlaufssinnes entgegengesetzt 
und heben sich in der Summe au£ 

Man kann ein (gekrümmtes) Flächenstück f, welches durch 
den Umfang n begrenzt wird, durch viele Scheidelinien in die 
Elemente d\ verlegen. Der Umlauf des Vektors ti auf dem 
Umfange eines solchen Flächenelementes sei d U^, Der Umlauf 
auf dem äußeren Umfange n der ganzen Fläche ist dann: 

(a) ft>'dn^fdU^. 

n f 

227» Die notwendige Bedingung dafür, daß ein Vektor t> in 
einem unendlich kleinen Kaumgebiete ein Potential hat, ist, daß 
jeder unendlich kleine Umlauf d ü^ in diesem Gebiete Null ist. 

Ein endlicher Umfang n kann aber durchaus in einem 
Potentialgebiet verlaufen und doch kann der Umlauf U^ auf dem- 
selben von Null verschieden sein. Spannt man über denselben 
eine beliebige Fläche f, so muß aber dieselbe einen Raum 
schneiden, in welchem der Vektor kein Potential hat, und 
welchen man einen Wirbelraum nennt. 

Denn nach Grleichung 226. (a) können die Umläufe d U^ 
nicht in allen Teilen dieser Fläche Null sein, sonst müßte auch 
der ganze Umlauf U^ Null sein. 

Es muß aber nach derselben Gleichung das Flächen- 
integral 
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/' 



f 

für jede beliebige Fläche f, die über den gegebenen Umfang 
gespannt wird, einen und denselben Wert IV haben. Jede dieser 
Flächen muß also den Wirbelraum schneiden (Fig. 49). Daher 
muß also der Wirbelraum einen mindestens zweifach zusammen- 
hängenden Eaum, eiuen geschlossenen King bilden, welcher 
mit dem Umfang n kettenringartig zusammenhängt. Man 




Fig. 49. 

nennt die Wirbelräume, weil sie immer ringförmig sind, 
Wirbelringe. Die Potentialräume außerhalb dieser Binge 
müssen also ebenfalls ringförmig bzw. von mehrfachem Zu- 
sammenhang sein. 

338. Periodische Potentialverteilung, Weist ein Vektorfeld 
einen Wirbelring auf, so ist auch der Potentialraum zweifach 
zusammenhängend. Spannt man aber eine Fläche n über die 
Öffiiung des Wirbelringes und sieht auch diese als Grenzfläche 
des Potentialraumes an, so ist 'derselbe einfach zusammen- 
hängend und jeder Umlauf V^ in diesem Eaume ist Null. 
Durchbricht aber der geschlossene Umfang u den Querschnitt n, 
so hat der Umlauf einen ganz bestimmten Wert W, welcher 
fiir dieses Feld charakteristisch ist und welchen man die 
Periode des Potentials oder die Wirbelstärke des Wirbel- 
rings nennt. 
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Zwei den Wirbelring umschlingende Umfange (Fig. 50 links) 
bilden nämlich, wenn man einen derselben umkehrt, zusammen 
einen Umfang, welcher eine ganz im Potentialgebiet verlaufende 
ringförmige Fläche begrenzt, sie müssen also gleichen Um- 
lauf W haben, da ihre Umläufe sich aufheben müssen, wenn 
man einen derselben umkehrt. Zwei ungeschlossene Wege 
von dem Punkte 1 zu dem Punkte 2 des Potentialraumes 
haben die Fortläufe F^ und F^, Kehrt man den einen Inte- 
grationsweg um, so bilden sie 
einen geschlossenen Umfnng. 
Umschlingt derselbe den Wirbel- 
ring n mal, so läßt er sich durch 
Zufügung geschlossener, nicht 
mit dem Wirbelring verschlun- 
gener Umläufe in n einmal mit 
dem Wirbelring verschlungene 
Umläufe zerlegen (Fig. 50 rechts) 
Yig, 50. und hat also den Umlauf 

Ü^^F^-'F^^nlf, 

Die Umschlingungszahl n kann positiv oder negativ sein, 
je nachdem der Umfang im selben oder im umgekehrten Sinne 
um den Wirbelring läuft, wie ein Umfang, welcher den Um- 
lauf W hat. Es ist also 

Die Fortläufe F^ und F^ messen aber die Potentialdifferenz 
der zwei Punkte 1 und 2, Diese ist also in einem solchen 
Felde nur bis auf ein Vielfaches der konstanten Periode W 
bestimmt, und zwar von der Verschlingung des Integrations- 
weges mit dem Wirbelring abhängig. 

239. Algebraische Addition der Fortlaufe, Ist das be- 
trachtete Vektorfeld ts die vektorische Summe der Vektor- 
verteilungen ts^ 

SO ist der Fortlauf auf einem beliebigen Wegelement 

ts*d8^^\^.^d^ 

i 

oder 
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Während sich die Vektoren vektorisch addieren, summieren 
sich ihre Fortläufe auf einem beliebig gegebenen Wege al- 
gebraisch. Diese Eigenschaft macht die skalaren Linien- 
integrale zu einem wichtigen ßechenmittel. 

280. Ein Feld, welches mehrere Wirbelringe enthält, kann 
man hiernach als die Summe mehrerer Felder mit je einem 
Wirbelringe betrachten, umschlingt ein Umfang die Wirbel- 
ringe, deren Wirbelstärken fV. seien, n.mal, so ist der Umlauf 
des resultierenden Vektors t> auf demselben 

t t 

Einen Wirbelring, welcher sehr kleinen Querschnitt hat, 
also die Form eines großen Einges aus dünnen Draht hat, 
nennt man einen Wirbelfaden. Haben mehrere Vektor- 
felder t>. ]e einen Wirbelf aden von solcher Lage, daß alle diese 
Wirbelfäden nebeneinander liegen wie ein Bündel Drahtringe, 
so hat das resultierende Feld an dieser Stelle einen dicken 
Wirbelring, dessen Wirbelstärke oder Potentialperiode IF gleich 
ist der Summe der Wirbelstärken d fF. der einzelnen Wirbelringe 

i 

Bezeichne d ü^ den Umlauf des resultierenden Vektors auf 

einem Umfange, welcher einen dieser Wirbelfäden irgendwo 

knapp umschließt, so ist dieser gleich der Wirbelstärke dieses 

Fadens 

düt,=^dü^i = dfF.. 

Ein Umfang, welcher in keinem der Teilfelder einen 
Wirbelfaden umschlang, hat auch im resultierenden Felde den 
Umlauf Null. Er liegt entweder ganz im Potentialraume 
außerhalb des resultierenden Wirbelringes, oder er liegt in den 
Trennungsflächen der Wirbelfäden. 

381» Die Orthogonalflächen. Nicht für jede Vektorverteilung 
lassen sich Orthogonalflächen angeben, welche alle Vektorlinien 
senkrecht schneiden. Jeder Umlauf in einer solchen Fläche 
muß nämlich Null sein, weil der Vektor ti auf jedem Element djx 
eines solchen Umlaufes senkrecht steht, und also das skalare 
Produkt \s*dvi Null ist. 

J au mann, Bewegungslehre. 10 
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In einem Potentialraum sind jedoch immer Orthogonal- 
flächen vorhanden^ und zwar sind dieselben die NiToauflächen. 
Zwei Niyeaaflächen begrenzen eine Niyeauschicht Der Fortlauf 
des Vektors auf jedem beliebigen Querwege dieser Schicht hat 
denselben Wert, der Umlauf auf jedem kleinen Umfange den 
Wert NuU. Im Innern eines Wirbelringes muß aber ein 
Umfange welcher den Umlauf Null haben soU, auf einer Trennungs- 
fläche von zwei Wirbelringen liegen, in welche man den resul- 
tierenden Wirbelring zerlegen kann. Nur diese Trennungs- 
flächen können also auf dem Vektor senkrecht stehen. Ist 
der Vektor nicht überall senkrecht zu seinen Wirbelfaden, so 
hat die Vektorverteilung keine Orthogonalflächen. 

232. Beispiel Der gerade Wirbehylinder. Eän Vektor- 
feld ti sei beschrieben durch die Gleichungen 

Hiiqxt und 11=1=^, 

welche in verschiedenen Raumgebieten gelten sollen, x ist der 
von einem Nullpunkt gezählte Ortsvektor, q und tl^ sind ge- 
gebene konstante Vektoren. Die Raumgebiete, in welchen be- 
ziehungsweise die eine oder andere Gleichung fiir tl gelten 
soll, werden durch die Angabe bezeichnet, daß tl^' der maxi- 
male Wert von H^ im ganzen Felde sein soll. Da aus beiden 
Gleichungen folgt, daß dieser maximale Wert sich auf der 
Oberfläche eines Zylinders findet, dessen Achse durch den 
Nullpunkt geht und die Richtung q hat, und dessen Radius a^ durch 

bestimmt ist, daß die erste Gleichung innerhalb, die zweite 
außerhalb dieses Zylinders gelten muß, so ist diese Vektor- 
verteilung eine kontinuierliche. 

Der Vektor H ist überall senkrecht gegen die Zylinder- 
achse und gegen den zu ihr senkrechten Radius a gerichtet. 
Die Vektorlinien sind Kreise. Die Größe des Vektors hängt 
nur von dem Radius a ab und ist im Innern des Zylinders 
bestimmt durch 

und außerhalb desselben durch 
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Die Vektorröhren sind Kreisringe von konstantem Durch- 
fluß, also Stromfäden. Die Divergenz dieser Vektor- 
verteilung ist überall gleich Null. 

Die Vektorverteilung hat überall Orthogonalflächen, welche 
ein durch die Achse gehendes Ebenenbüschel bilden. 

383. In dieser Weise ist der magnetische Vektor t> im 
Felde eines vom galvanischen Strome durchflossenen kupfernen 
Zylinders (Drahtes) vom Radius a^ verteilt. Der charakteristische 
Vektor q (die galvanische Stromdichte) war in diesen Feldern 
früher bekannt, als der magnetische Vektor t> selbst. Diese 
magnetischen Wirbelringe waren die ersten Wirbel eines Vek- 
tors, welche man beobachtete. Die Wasserwirbel wurden viel 
später untersucht. Eine Vektorverteilung, wie sie für das 
Innere des Zylinders beschrieben wurde, war aber längst be- 
kannt. So ist die Geschwindheit t> der Punkte eines rotieren- 
den starren Zylinders verteilt. Wird derselbe außen von 
Wasser umgeben, welches an seiner Oberfläche haftet und 
dort dieselbe Geschwindheit t>Q, wie diese zeigt, so wird die Ge- 
schwindheit ti der Wasserteile meist in der oben beschriebenen 
Weise nach außen abnehmen. 

334. Das Innere des Zylinders vom Badius a^ ist ein 
Wirbelraum. Betrachten wir den Umlauf des Vektors auf 
irgend einem Umfange n im Innern des Wirbelzylinders, so 
ergibt sich 

jli.rftt =^ ^ jqx frftt = |q. fr X 6?» =^ q.f. 

u u u 

Hierin ist nach § 176 f der Flächenvektor einer be- 
liebigen durch den Umfang u begrenzten Fläche. Wenn also 
f nicht senkrecht zu q ist, so hat der Umlauf einen von Null 
verschiedenen Wert. 

Der Umlauf U^ um eine ebene auf q senkrechte Fläche f 
hat den Wert 

u, = qr 

Jeder zu q parallele Zylinder von beliebigem Querschnitt rff 
bildet einen Wirbelfaden von der Wirbelstärke 

10* 
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Der ganze Wirbelzylinder hat die Wirbelstärke 

285. Ist nicht der Vektor q, sondern die Vektorverteilung ti 
gegeben, so kann man durch die Gleichung 

rfC/,iq.rff, 

welche für jedes beliebige Flächenelement d\ gelten soll, wenn 
man sie auf drei nicht koplanare Vektoren d\ anwendet, einen 
ganz bestimmten Vektor q ableiten und bezeichnet ihn mit 

q =1= rot t> . 

Diesen derivierten Vektor nennt man den Rotor, den 
Quirl (curl) oder die Wirbeldichte der gegebenen Vektor- 
verteilung ti. 

236* In dem Raum außerhalb des Wirbelzylinders hat 
der Vektor ti ein skalares Potential. Betrachten wir die 
zwischen zwei Orthogonalebenen eingeschlossene keilförmige 
Orthogonalschicht, so ist zu zeigen, daß dieselbe eine Niveau- 
schicht ist, d. h. daß der Fortlauf dF<Q des Vektors ti auf jedem 
beliebigen schiefen Querwege in dieser Schicht gleich groß 
ist. Nun ist die Dicke der Schicht der Entfernung von der 
Wirbelachse verkehrt proportional, der Vektor aber derselben 
Entfernung gerade proportional, also hat der Fortlauf auf 
einem orthogonalen und also auch schiefen Querwege der Schicht 
einen für dieselbe charakteristischen Wert 

dF^=^dP, 

welchen man die Potentialdifferenz der Niveauebenen nennt, 
welche die Schicht begrenzen 

d P = V ada = ^g Qq^ dcc , 

Hierin ist d a der Winkel der Niveauebenen und es folgt 
für die Potentialverteilung im Felde außerhalb des Wirbel- 
zylinders 

Der Fortlauf Fj, auf einem Wege, welcher von einer 
Niveauebene um den Wirbelzylinder herum zur selben 
Niveauebene führt, hat den Wert 
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Die Periode 11 des Potentials außerhalb des Wirbel- 
zyliodere ist also gleich der Wirbelstärke desselben. 

Der Fortlauf F^ und /*, auf zwei verschiedenen Wegen 
von einem Punkte zu einem anderen Punkte des Feldes ist um 
n/7 verschieden, wenn diese zwei Wege nach TJmkehmng 
des zweiten einen n mal um den Wirbelzylinder geschlungenen 
Umfang bilden 

F^ -F^ =nn=nW. 

387. ZweiUs BeüpieL Antiparallele Wirbelzylinder. Das 
resultierende Feld zweier ganz gleicher Wirbeizjlinder von 
gleichem entgegengesetzten ßotor q, deren Achsen eine ge- 



Fig. 51. 

gebene Distanz haben, hat außerhalb derselben ein Potential, 

welches gleich der Summe der Potentiale 

der einzelnen Wirbeizjlinder ist Oj und a^ sind die Winkel 
der betrachteten Niveau ebenen der Einzelfelder gegen die 
Ebene der Wirbelachsen, Das resultierende Potential ist 
P=P, + P, = i9a„^a, -«,). 

Die Niveauflächen müssen also konstanten Peripherie- 
winkel («j — a^ haben und sind sonach eine Schar von Kreis- 
Zylindern, die durch beide Wirbelachsen geben. In Fig. 51 
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sind die Schnitte der Niveaufiächen mit der Zeichnungsebene 
durch gestrichelte Kreise, die Vektorlinien, welche das ortho- 
gonale Kreisbüschel darstellen, durch voll ausgezogene Kreise 
dargestellt. 

Das Potential hat wieder die Perioden 

Betrachten wir den ebenen Flächenstreifen zwischen beiden 
Achsen als Querschnitt, so ist der Umlauf U^ auf einem Wege, 
welcher n^ mal im selben Sinne wie der Vektor t>, und n^ mal 
im entgegengesetzten Sinne durch diesen Querschnitt tritt, 
gleich (?/j — n^)II. 

338. Ein Feld, welches einen Wirbelring aufweist, kann 
immer als das resultierende Feld aller unendlich dünnen ring- 
förmig geschlossenen Wirbelfäden betrachtet werden, in welche 
man den Wirbelring zerteilen kann. Jedes kurze Stück eines 
Wirbelfadens kann als ein Wirbelzylinder betrachtet werden, 
dessen Rotor q sich durch 

bestimmt, worin rff ein beliebiger Querschnitt durch den 
Wirbelfaden an der betrachteten Stelle ist. Unter d L\ kann 
man ebensowohl den Umlauf des resultierenden Vektors t) 
als auch den Umlauf des Vektors in einem Teilfelde betrachten, 
welches nur diesen einen Wirbelfaden enthält. 

An verschiedenen Stellen des allgemeinen Vektorfeldes ti 
hat der Rotor q verschiedene Richtung und Größe, er muß aber 
überall die Richtung der Achse der Wirbelfäden haben. Femer 
muß das skalare Produkt 

q.öff =L dJf, 

welches die Wirbelstärke eines ringförmigen Fadens darstellt, 
für jeden beliebigen Querschnitt rff desselben gleichen Wert 
haben. Jeder Wirbelfaden stellt also einen Stromfaden 
des derivierten Vektors oder Rotors q der gegebenen 
Vektorverteilung dar. Außerhalb des Wirbelringes und über- 
haupt in jedem Gebiete, in welchem der Vektor ti ein skalares 
Potential hat, ist sein Rotor q gleich Null. 
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Der Rotor (earl) eines Tektors. Bas Tektorisehe Potential 

eines Yektors. 

339. Für jeden Ort im Felde einer stetigen (und diflFe- 
renzierbaren) Vektorverteilung t) läßt sich ein derivierter 
Vektor q, der Rotor (curl, Quirl) angeben, welcher die 
Gleichung 
(a) rft/ö=q-rff 

für jede beliebige kleine Fläche rff, welche den be- 
trachteten Ort enthält, erfüllt d U^ ist der Umlauf des ge- 
gebenen Vektors ti auf dem umfange der kleinen Fläche (/f. 

Durch diese Definitionsgleichung ist der Rotor q zweifellos 
bestimmt, denn man braucht sie nur auf drei durch denselben 
Punkt gehende Flächen, deren Flächen vektoren rff nicht 
koplanar sind, anzuwenden, um drei BestimmuDgsstücke für q 
zu erhalten. Daß der Vektor q nicht überbestimmt ist, folgt 
aus § 238. Der Rotor q ist die Wirbeldichte jenes Wirbel- 
fadens, der durch den betrachteten Punkt geht. 

Der derivierte Vektor q hat also in jedem Punkte des 
Feldes eine bestimmte Richtung und Größe, verläuft aber in 
ganz anderer Richtung, in ganz anderen Vektorröhren, als der 
gegebene Vektor t>. In Feldern, in welchen der Vektor ti 
Orthogonalflächen hat, verläuft der Rotor q in denselben, steht 
also auf dem Vektor t> überall senkrecht. 

Die Vektorröhren des Rotors sind die ringförmigen Wirbel- 
fäden des Feldes. Sie sind immer Stromfäden von konstantem 
Durchfluß, denn dieser ist die Wirbelstärke oder Potential- 
periode des Wirbelfadens. Ein Rotor oder Quirl hat also 
nach seiner Definition niemals eine Divergenz. 

240. Man bezeichnet den Rotor q als Ableitung des Vek- 
tors ü durch 

q = rot t> 

und nennt den Vektor ti das vektorische Potential des 
Vektors q. Es hat nicht jede beliebige Vektorverteilung q ein 
vektorisches Potential t>. Denn es muß, damit q als Rotor 
eines Vektors ti angesehen werden kann, 

div q = sein, da immer div rot i> = 
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ist. An Orten des Feldes, in welchen ein Vektor eine von 
Null verschiedene Divergenz hat, läßt sich kein Vektorpotential 
desselben angeben. 

241. Da der Umlauf d U^f eines Vektors t>', der ein 
skalares Potential haben soll, stets gleich Null sein muß, 
80 muß auch der Eotor q' dieses Vektors, seiner Definition 
nach, Null sein. Die Bedingung dafür, daß ein Vektor ii' als 
Gradient einer skalaren Verteilung S angesehen werden kann, 
lautet also 

rot t>' = und es ist stets rot grad ä == . 

343. JDer Stokessche Integrahatz. Nach 226. ist der 
Umlauf V^ auf dem Umfange n einer Fläche f gleich der 
Summe der Umläufe d U^ auf den Umfangen ihrer Flächen- 
elemente d\ 

Jt^.dn^fdUt^. 

u f 

Diese bestimmen sich aber nach 239. (a) durch den Rotor 

von t> 

dUn^T0tt>'d^. 

Wir erhalten so den wichtigen Stok es sehen Integralsatz 

(a) h'dn ^ JT0tt>'d^. 

n f 

Das über eine geschlossene Linie u erstreckte skalare 
Integral eines Vektors ist gleich dem über eine beliebige 
durch diese Linie begrenzte Fläche erstreckten skalaren Integral 
des Rotors dieses Vektors. 

Beispiele hierzu sind schon in § 234 ff. gegeben. Das 
wichtigste ist, daß der Umlauf U^ auf irgend einem Umfange it 
außerhalb eines Wirbelringes, der mit diesem kettenringartig 
zusammenhängt, also die Periode 77 des skalaren Potentials 
des Vektors t>, gleich ist dem Durchfluß des Rotors q durch 
irgend einen Querschnitt des Wirbelringes, also der Wirbel- 
stärke /r desselben. 

Als Beispiel der Anwendung des Stokes sehen Satzes 
wollen wir streng nachweisen, daß aus der Definition des 
Rotors, aus welcher der Stokessche Satz folgt, auch folgt, daß 
<die Divergenz jedes Rotors Null ist. 
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Zwei Flächen f und f (Fig. 49 in § 227), welche durch 
denselben ümfiEtng begrenzt werden, haben nach dem Stokes- 
schen Satze gleichen Durchfluß des Rotors. Betrachtet man 
sie also als Oberflächen eines Baumes, wobei die eine in um- 
gekehrter Richtung gezählt werden muß, so muß der Ausfluß 
des Rotors, also nach dem Gaussschen Satz, auch die Diver- 
genz des Rotors immer Null sein. 

343. Da nach 229. die Summe der Umläufe zweier Vektor- 
verteilungen t>i und 1>, für denselben ümfiang gleich dem Um- 
laufe der Summe der Vektoren ist: 

SO ist auch 

(a) rot (lij + tij) = rot t^^ + rot t>^ . 

Der Rotor der Summe mehrerer Vektoren ist gleich der 
Summe der Rotoren dieser Vektoren. 

244. Für den Wert des Rotors einer Vektorverteilung ti 
ist zunächst die Verteilung der Größe v dieses Vektors auf 
einem senkrechten Querschnitte einer Vektorröhre an dem 
betrachteten Orte des Feldes maßgebend. Eine auf dem 
Vektor t> und dem Gradienten dieser ebenen skalaren Ver- 
teilung senkrechte Komponente des Rotors ist diesem Gradienten 
an Größe gleich. 

Ferner ist die Krümmung der Vektorröhre maßgebend. 
Eine zweite auf dem Vektor ti senkrechte Komponente des 
Rotors steht auch auf dem Krümmungsradius der Vektorlinien 
senkrecht und ist gleich dem Quotienten der Größe des Vek- 
tors und des Krümmungsradius. 

Endlich bestimmt die Drillung der Vektorröhren, d.h. der 
schraubenförmige Verlauf der Vektorlinien auf der Oberfläche 
derselben die zu dem Vektor ti parallele Komponente des 
Rotors, welche gleich ist dem Quotienten der Größe des Vek- 
tors und der Länge eines Schraubenganges der Vektorlinien. 

Beispiel. Ein starrer Körper rotiere um eine Achse mit 
der Rotationsgeschwindheit w und verschiebe sich dabei in der 
Richtung dieser Achse mit der Geschwindheit Vq, Bedeute a 
den senkrechten Abstand eines Punktes von der Achse, so ist 
seine Geschwindheit senkrecht zur Achse gleich v = wa. 
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Der Umlauf dieser Eomponente auf einem koaxialen Kreise 
vom Kadius a ist ü^^^ 2na*ica, auf dem benachbarten in der- 
selben Ebene liegenden Kreise vom Badius (a + da) aber gleich 

U^ + dU^=^2 7i{a + da)(v + ^daY 
Es ist also 

d U^ =: 2nada\'^ — | ) , 

\da a) 

und da 2nada die Fläche des Kreisringes ist^ so ist nach 239. (a) 

^ ' da a 

Es ist dies auch der Rotor der totalen Geschwindheits- 
verteilung, da die Komponente v^ keinen Rotor hat. Der 
Rotor ist also der Rotationsachse parallel und nicht senkrecht 
auf der totalen Geschwindheit. Die Vektorröhren haben eine 
Drillung und keine Orthogonalflächen. 

245« Zweites Beispiel, Der Rotor eines Schiebungsfeldes, In 

einem solchen hat der Vektor iv,, überall dieselbe Rich- 

* y 

tung y. Seine Größe ändere sich nur in der Richtung z und der 

Gradient dieser Größe ist also f -^ . Die Dyade dieser Vektor- 

ax '' 

Verteilung ist linear und rectangulär. 

Der Umlauf auf dem kleinen Rechteck, dessen Seiten 8x 
und Sy sind, hat den Wert 

Es hat also der Rotor dieses Vektors v„ die Größe des 

y 

Gradienten V »« und die ar-Richtung, denn auf dem Recht- 
eck Sxdy'i^i der Umlauf Null. Hängt die Größe von v auch von 

X und y ab, so hat zunächst der Gradient t -^-^ keinen Einfluß 

auf diese Umläufe und der Gradient von v in der Ebene xz 
hat die Komponenten 

grad ü„ = t "ä-^ + I ^ . 
° y dx dx 

Der Rotor von \ v , welcher auf diesem Gradienten senk- 
recht steht und ihm gleich ist, hat die Komponenten 
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Ebenso folgt für zwei geradlinige Vektorverteilungen tv^ 
und iü^: 

rot f ü = 1 ^ 1 -^ , 

rot i ü^ = f -ä-^ — t -^ • 

346. Analytische Form der Boiorkomponenten, Addieren 
^Yir die letzten drei Gleichungen, so folgt, daß der Rotor q 
des ganz beliebig verteilten Vektors 

Komponenten q^q„q, von folgenden Werten hat; 

d Vu d Vg 



7x = 



(a) 7« = 






y dx dx 

d Vx d Vy 

^^~~ dy dx ' 

347, Die allgemeine Derivation der Vektorverteilung ti 
nach dem Ortsvektor x ist die derivierte Dyade 

Der Rotor 0^ dieser Dyade (siehe 96. und 97.) ist der 
Rotor des Vektors ti 
(b) 0^=1= V xl> = rotti. 

Der Rotor einer Vektorverteilung ti kann als das rotorische 

Produkt des Operators V ^^it dem Vektor ti angesehen werden. 

Dieses symbolische Produkt folgt der Distributionsregel 

Dies ist die uns bereits bekannte Gleichung 

rot (t>, + ti^) - rot öj + rot li^ • 



III. Die starren Medien. 

11. Geometrie der Bewegung starrer Körper. 

348. Bezeichne r. eine Strecke, welche von einem Körper- 
teilchen des Mediums zu einem anderen reicht. Der vektorische 
Wert dieser Strecken ändert sich bei Bewegungen des Mediums. 
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Die Fluxion desselben ist die Relativgeschwindheit t^. der 
beiden Teilchen 

t>. =i= i.. 

Starr nennen wir das Medium, wenn das skalare Pro- 
dukt zweier beliebiger Strecken bei jeder möglichen Be- 
wegung konstant bleibt 

tj • tg = konst. 

Hieraus folgt durch DiflFerentiation nach der Zeit die 
kinematische Grundgleichung starrer Medien: 

(a) t^i-ta + rj-ö, ^ 0. 

Fallen die beiden Strecken zusammen^ ho ist 

t^ = konst, 

d. h. die Länge jeder Strecke bleibt konstant. Hieraus folgt 
durch Differentiation nach der Zeit 

(b) r.t>=^0, 

d. h. die Relativgeschwindheit der Endpunkte einer Strecke 
steht immer auf dieser senkrecht Femer folgt: Parallele 
Strecken bleiben parallel und erfüllen also die Gleichung: 

worin die Zahl x nicht von der Zeit abhängt. Hieraus folgt 

Die Eelativgeschwindheiten der Endpunkte paralleler 
Strecken sind parallel und stehen im Verhältnis mit diesen 
Strecken. Zwei parallele und gleiche Strecken in einem starren 
Medium kann man also wie identische Vektoren behandeln. 

Durch nochmalige Differentiationen nach der Zeit erhält 
man Gleichungen für die Relativbeschleunungen g der 
Endpunkte der Strecken 

349. Translaiion, Es mögen sich zwei nicht parallele 
Strecken t^ und r„ angeben lassen, die keine Relativgeschwind- 
heit haben 

m n 
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Dann gilt nach 248. (a) für eine beliebige Strecke t. des 
Mediums 

Da die Relativgeschwindheit t^. auch auf x. senkrecht steht, 
müßte sie auf drei nicht koplanaren Strecken t^, r„ und x^ 
senkrecht stehen, was unmöglich ist, oder Null sein 

11,=^ 0. 

Alle Punkte des Mediums haben also dieselbe Geschwind- 
heit. Eine solche Bewegungsform nennt man eine translative 
Bewegung. 

250. Allgemeine Bewegungsform eines starren Mediums. 
Es möge sich nur eine Richtung angeben lassen, so daß die 
Endpunkte einer in diese Richtung fallenden Strecke r^ keine 
Relativgeschwindheit haben 

Dann gilt nach 248. (a) für eine beliebige Strecke x^ 

Es stehen sonach alle Relativgeschwindheiten auf 1:^ senk- 
recht und sind also einer Ebene parallel. 

Da nach 248. (b) jede Relativgeschwindheit ti^ auf ihrer 
Strecke r^ senkrecht steht, kann man setzen 

worin )sxs^ ein unbekannter Vektor ist. Durch Division folgt 
nach 46 (b): 

worin a ein beliebiger Vektor ist. Setzen wir hierfür eine 
beliebige Relativgeschwindheit ti^ irgend einer Strecke x^ des 
Mediums, so nimmt ttii einen völlig bestimmten Wert tti an: 

(a) tti = - — tii X ö. . 

Unabhängig von li^ bestimmt ist dieser Wert tti, weil 
alle Relativgeschwindheiten H^ derselben Ebene parallel sind 
(siehe 46). 
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Man oennt den so definierten Vektor tti, welcher auf allen 
Relativgeschwindheiten senkrecht ist , die Rotations- 
geschwindheit des Mediums. Er ist nämlich für die Be- 
wegung aller Strecken des Mediums charakteristisch, weil 
man in 250. (a) nach der Grundgleichung 248. (a) die Indizes 
vertauschen darf 

woraus folgt: 

(b) t> . = tti X tp 

Dies ist die allgemeine Beziehung zwischen allen 
Relativgeschwindheiten und ihren Strecken. Da sich 
der Vektor tti aus 250. (a) jedenfalls angeben läßt, wenn man 
eine Strecke t^, ihre Relativgeschwindheit t>^, und außerdem 
nur noch die Richtung irgend einer anderen Relativgeschwind- 
heit H^ kennt, und alle zu \o parallelen Strecken t^o nach 250. (b) 
keine Relativgeschwindheit haben, so lassen sich solche Strecken 
immer angeben und deshalb beschreibt Gleichung 250. (b) die 
allgemeinste Bewegungsform eines starren Mediums. 

351. Wir wollen von nun an mit x den Abstand eines 
Punktes des starren Körpers von einem ruhenden Nullpunkte, 
und mit 1> = i die absolute Geschwindheit eines Teilchens des 
Körpers bezeichnen. Ferner seien ö^ und Xq diese Werte für 
einen irgendwie ausgezeichneten Punkt des Körpers. Dann 
erhält die kinematische Gleichung 250. (b) die Form 

(a) Ö ^ Uo + ^^C^-^- 
Läßt sich ein Punkt finden, der dieser Gleichung folgt, 

also als dem Körper zugehörig betrachtet werden kann, dessen 
Geschwindheit dauernd Null ist, so nennt man diese spezielle 
Bewegungsform eine Rotation des Körpers um diesen seinen 
ruhenden Punkt. 

Legt man eine Achse durch diesen Punkt, welche stets 
die Richtung der veränderlichen Rotationsgeschwindheit tti hat, 
und von welcher die Teile des Körpers den senkrechten 
Abstand a haben, so ist 

(b) i>=l=ttixi:=l=ttixa, 

worin r der Abstand von dem ruhenden Punkte ist. 
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Wenn die Botationsgeschwindheit to nicht konstante 
Eichtun^ im Baume hat, so kann keineswegs dieselbe Strecke 
des Körpers dauernd mit der Achse zusammenfallen. Man 
sagt, der Körper verändert seine Orientierung gegen die 
Botationsachse, oder diese ändert ihre Bichtung im Körper. 

Ist aber to der Größe nach konstant und die Botations- 
achse eine stets ruhende Strecke des Körpers^ so ist a der 
Größe nach konstant und ebenso auch ti. Jeder Punkt des 
Körpers beschreibt einen Kreis um die Achse. Die Dmlaufs- 
zeit T dieser einfachen gleichmäßigen Drehung bestimmt 
sich durch 

2n a 
V = , 

T 

es ist femer nach 250. (b) v = wa also endlich 

w 

253* Relative Botationsgeschwindheit Wenn zwei starre 
Körper sich so bewegen, daß ein materieller oder gedachter 
Punkt, der mit dem ersten Körper starr verbunden ist und 
dessen Ort und Geschwindheit r^ und ö^ seien, gleichzeitig mit 
dem zweiten Körper starr verbunden bleibt, so sagt man, daß 
die beiden Körper keine relative Translation haben. Legen 
wir den Nullpunkt in diesen gemeinsamen Punkt {Xq = 0), so 
sind ihre Geschwindheiten n^ bzw. Hg dargestellt durch 

Die Belativgeschwindheit zweier mit je einem der Systeme 
verbundener Punkte (tij — tig), welche sich in einem gegebenen 
Augenblick am selben Orte t befinden, und von welchen also 
nur einer materiell sein kann, ist 

(t>i - Hg) =^ (tt»i - tog) ^ ^ • 
Das eine der starren Systeme wäre z. B. die Erde, das 
zweite der Fixsternhimmel, welche sich um den Erdmittel- 
punkt drehen mögen und von deren relativer Translation wir 
absehen. Wir können nun die Belativgeschwindheit (Hj — ög) 
eines irdischen Punktes gegen Qinen benachbarten mit dem 
Fixsternhimmel starr verbunden gedachten Punkte oder die 
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« 

Relativgeschwindheit eines Sternes gegen einen ihm benachbarten 
mit der Erde starr verbunden gedachten Punkt bestimmen« 
Wenn wir auch ihre Richtung gegen x, ferner die Richtung 
einer zweiten nicht parallelen derartigen Relativgeschwindheit 
(ö'— t>") bestimmen, so ergibt sich nach 250. (a) 

Die in 250. angeführte Methode zur Bestimmung der abso- 
luten Rotationsgeschwindheit to eines Körpers läßt sich also 
nur anwenden, wenn man ein absolut ruhendes starres System 
zur Vergleichung heranziehen könnte. In Wirklichkeit kann 
man nur die Differenz der Rotationsgeschwindheiten (to^ — ttig) 
zweier Körper bestimmen, welche man ihre relative Rotations- 
geschwindheit nennt. 

Es ist aber doch bequemer von absoluten Rotationen zu 
sprechen, und das kann man stets, wenn man dem Fixstern- 
himmel eine bestimmte Rotationsgeschwindheit tti^ zuschreibt. 
Es ist aber durchaus gleichgiltig, welcher Wert und welche 
Richtung dieser fiktiven absoluten Rotation to^ gegeben wird, 
und es ist nicht weniger fingiert, wenn man der Kürze wegen 
sagt, daß der Himmel ruhe {to^ = 0) und die Erde sich dreht. 

353. Addition der relativen Rotationen. Um Verwechslungen 
vorzubeugen, führen wir zunächst zwei andere Sätze über die 
Addition von Rotationen an, von welchen der erste eine oft 
verwendete, aber unrichtige Passung hat. 

1. Wenn ein Körper gleichzeitig die Rotationsgeschwind- 
heiten ttii und tt»2 hat, oder dieselben durch zwei Ursachen 
ihm gleichzeitig erteilt werden, so summieren sich diese Rota- 
tionen vektorisch. Dieser Satz ist deshalb nicht zutreffend, 
weil ein Körper gleichzeitig nur eine Rotationsgeschwindheit 
hat und es nur eine Ursache derselben gibt, nämlich die 
Rotationsgeschwindheit im vorangehenden Augenblick und die 
durch verschiedene Umstände bestimmten Beschleunungen der 
Körperteile. 

2. Ein starrer Körper bewegt sich mit der Rotations- 
geschwindheit ttij, an den Orten r ist dann die Geschwindheit ö^ 
vorhanden 

^1 - ^01 + tili X r. 
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Ein anderer Körper bewege sich im selben Felde mit der 
Geschwindheitsverteilung ti^ 

Wenn ein dritter Körper sich mit der Geschwindheits- 
verteilung t> = öj + ög bewegt, so ist seine Botationsgeschwind- 
beit tti = (ttij + to^). Dieser Satz ergibt sich durch Addition 
obiger Gleichungen, hat aber nur analytische Bedeutung. 

3. Wenn ein Körper 1 gegen einen Körper 2 die relative 

Rotationsgeschwindheit toja '^ (^i "" ^2) ^^^' ^^^ ^^^ Körper 2 
gegen einen Körper 3 die relative Rotationsgeschwindheit 
ttigj = (ttig — ttig) hat, so ist die relative Rotationsgeschwind- 
heit ttiij = (ttii — »»3) des Körpers 1 gegen den Körper 3 die 
Summe der anderen Relativrotationen 

^13 - *i2 + ^33 • 
Dieser einfache geometrische Satz hat eine vielseitige Ver- 
wendbarkeit 

354. Beispiel Der Foucaultsche Kreisel. Ein voll- 
kommen freier rotierender Kreisel wird unbedingt Richtung 
und Größe seiner relativen Rotation gegen den Fixstemhimmel 
bewahren, wo er sich auch auf 
der Erde befindet Dieser Kreisel 
müßte etwa in eine kugel- 
förmige Hülse eingeschlossen 
sein, welche auf Wasser 
schwimmt, oder eine feine Car- 
danische Aufhängung haben. 

In der Foucault sehen 
Aufhängung (Fig. 52) muß aber 
die Kreiselachse horizontal 
bleiben, und deshalb kommt es 
auf den geographischen Ort an, 
wo sich der Kreisel befindet. Am 
Pol ist derselbe zwangsfrei und 
dreht sich den Sternen nach. 
Am Äquator ist seine Achse 
aber vollständig zwangsweise 

geführt und bewahrt ihre Lage gegen die Erde. Man ver- 
steht dies, wenn man sich die Erde 1 ruhend und den 

Jaumann, Bewegungslehre. 11 




Fig. 52. 



162 Bewegung starrer Körper in Luft. 

Himmel 2 mit der Eotationsgeschwindlieit tQ^i S^g^^ ^^ 
Erde gedreht denkt. Welche Orientierung die Kreiselachse 
äach hat, sie müßte sich um die am Äquator horizontale 
Weltachse drehen, wenn sie den Sternen folgen soll, und diese 
Drehung wird durch die Suspension nicht gestattet. Das Ver- 
halten des in mittlerer geographischer Breite aufgehangenen 
Kreisels mit stets horizontaler Achse versteht man, wenn man 
dem Himmel eine fingierte absolute Rotation to^ um eine 
zur Nordsüdrichtung des Beobachtungsortes parallele horizon- 
tale Achse, und der Erde eine Rotation ttij um die Zenit- 
richtung t zuschreibt. Die Relativrotation von Himmel 
und Erde 

muß die Richtung der Weltachse und die Größe J^ sec""^ 

haben. Hierdurch sind auch die beiden fingierten Rotationen ttij 
und tOg bestimmt 

Der Kreisel befindet sich nun auf dem fingierten abso- 
luten Nordpol der Erde, den wir verlegen können wohin wir 
wollen, und in den Beobachtungsort gelegt haben. Die Erde 
dreht sich unter ihm mit der Rotationsgeschwindheit to^, 
aber diese Drehung der Erde ist für den Kreisel gleichgiltig. 
Er macht sie nicht mit und sein Gehäuse oder Lagerring dreht 
sich deshalb mit der relativen Rotationsgeschwindheit 
— tt»i gegen die Erde. Was die Drehung ttig ^^^ Himmels 
anlangt, so findet dieselbe um eine horizontale Achse statt, 
und diese kann der Kreisel nicht mitmachen. Der Kreisel, 
dessen Achse zwangsläufig horizontal geführt ist, macht also 
auch in mittlerer geographischer Breite keine dieser fingierten 
absoluten Rotationen mit, seine Achse bleibt bei dieser An- 
nahme der absoluten Rotation des Himmels in absoluter 
Ruhe. 

Von physikalischer Wichtigkeit ist hingegen nur die in 
besonderem Sinne sogenannte absolute Rotation, worunter 
man die Relativrotation des betrachteten Körpers gegen den 
Fixsternhimmel versteht Diese bleibt nur für einen voll- 
kommen freien Kreisel erhalten. 
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355. Die Botaiionsbeschleunung. Unter diesem Namen 
versteht man die vektorische Fluxion äi der Botations- 
geschwindheit tti. Hat diese zur Zeit t eine Größe und Richtung, 
welche durch den Vektor 1 Fig. 53 dargestellt ist und zur 
Zeit {t + dt) den durch den Vektor 2 dargestellten Wert, 
so stellt der Vektor 1 2 die Änderung d)s^ der Rotation und 
der seiner Richtung und Größe nach be- 
stimmte Grenzwert 

(a) •" ' ^^ 



to 



dt 



die Rotationsbeschleunung dar. Ändert 
die Rotationsgeschwindheit to ihre Größe, 
aber nicht ihre Richtung, so fäUt die 
Rotationsbeschleunung in dieselbe Richtung. 
Gleichung 255. (a) nimmt dann die alge- 
braische Form an 



w = 



d w 
~di 




ko^^to 



Ein Beispiel hierfiir ist die Bewegung Fig. 58. 

eines physikalischen Pendels (278.). 

Ändert die Rotationsgeschwindheit tti ihre Richtung, aber 
nicht ihre Größe, so steht die Rotationsbeschleunung auf ihr 
senkrecht. Beschreibt die Rotationsachse bei gleichförmiger 
Drehung eine Kegelfläche, deren Achse durch den Einheits- 
vektor f dargestellt werde, mit der ümlaufszeit 7, so beschreibt 
der Pfeil des Vektors to mit der Geschwindheit ä) einen Kreis 
vom Radius 117 sin X, worin x der Öflfnungswinkel des Kegels 
ist. Es ist also dann 



(a) 



2^ = -^ tu sm X oder tti = -^ r x ta . 



Ein Beispiel hierfür ist die Präzessionsbewegung 
eines Kreisels (283.). 

356. Änderung der Lage der Rotationsachse im Korper, 
Wenn die Rotationsgeschwindheit to und Rotationsbeschleunung tti 
eines Körpers, der sich um einen seiner Punkte dreht, gegeben 
sind, so ist die ganze Bewegung desselben beschrieben 
und man kann jedenfalls auch die Frage beantworten, welche 
Strecken des Körpers zu verschiedenen Zeiten mit der Rotations- 
achse zusammenfallen. 

11* 
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Hat die RotationsbeschleuDung dieselbe Bichtung als die 
Botationsgeschwindheit^ so bewahrt allerdings diese ihre Richtung 
und fällt die Rotationsachse immer mit derselben Strecke des 
Körpers zusammen. 

Ist die Rotationsbeschleunung ib stets senkrecht gegen 
to und einen Vektor t gerichtet, so präzediert die Rotations- 
achse in der im Räume feststehenden oben beschriebenen Kegel- 
tiäche. Dieselbe ist in Fig. 54 und Fig. 55 dargestellt für 
die zwei Fälle, daß der mit der Geschwindheit äi bewegte 





Fig. 54. 



Fig. 55. 



Pfeil des Vektors tti, in der Richtung der Kegelachse t gesehen, 
im Sinne bzw. gegen den Sinn des Uhrzeigers umläuft. 

Betrachten wir einen Kegel von sehr kleinem Oflfnungs- 
winkel x-j^, dessen Spitze ebenfalls im Ruhepunkt liegt. Es sei 



(a) 



27t 

X. = sm X — =- 



W 



W^ 



Dieser Kegel möge auf der inneren bzw. äußeren Seite 
des Präzessionskegels abrollen. Die Berührungslinie beider Kegel 
soll immer mit der Rotationsachse zusammenfallen. Dann dreht 
sich der Rollkegel mit der Rotationsgeschwindheit w' immer um 
die momentane Rotationsachse des Körpers, wobei 
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2 TT sinx 



(b) w = 



»1 



sein muß; wenn das Rollen ohne Gleiten stattfindet. Es ist 
also w'= Wj d. h. der EoUkegel dreht sich auch mit derselben 
Rotationsgeschwindheit wie der Körper. Er hat also eine 
feste Lage im Körper und stellt den Ort aller Strecken 
des Körpers dar, welche nacheinander mit der Rotationsachse 
zusammenfallen. Wir nennen ihn den Nutationskegel. 

Die Achse oc^ des Nutationskegels ist jene Strecke des 
Körpers, welche die einfachste Bewegung zeigt. Sie beschreibt 
in der Zeit T einen mit dem Präzessionskegel konaxialen 
Kegel vom Offnungswinkel {x =F «i)« Jede Erzeugende des 
Nutationskegels fuhrt eine zykloidische Bewegung aus. Die 
übrigen durch den Euhepunkt gehenden Strecken des Körpers 
fuhren die entsprechenden trochoidischen Bewegungen aus. 

Lassen wir nun die Annahme fallen, daß der Präzessions- 
kegel eine größere Oflfnung x hat als der Nutationskegel, nehmen 
wir aber der Einfachheit wegen an, daß beide Offnungswinkel x 
und x^ sehr klein sind. Nun sei 

/ V «_ 2 71 ibx 

(c) ^ x.= X jfT- = 9— y 

worin das obere oder untere Vorzeichen gelten soll, je nachdem 
sich die beiden Kegel ausschließen oder einschließen. Rollen 
sie ohne Gleiten aufeinander, so muß 

(d) 1"=^^' 

worin T^ die Umlaufszeit ist, mit welcher die Rotationsachse 
den Nutationskegel umläuft. Die Rotationsgeschwindheit tf?', 
mit welcher sich dieser stets um die Rotationsachse, in welcher 
sich beide Kegel berühren, dreht, muß dann 

sein, woraus nach (c) folgt w' = w. Der Nutationskegel gehört 
also wieder dem starren Körper an. 

Auch im Falle allgemeiner Veränderlichkeit der Rotations- 
geschwindheit kann man die Bewegung des Körpers darstellen 
als das Abrollen einer materiellen Kegelfläche, deren Erzeugende 
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• 

jene Strecken des Körpers sind, die nacheinander mit der 
Rotationsachse zusammenfallen, auf der Fläche des im Kaum 
feststehenden Präzessionskegels, welcher den Ort der Rotations- 
achsen darstellt, doch sind diese Kegel dann nicht KreiskegeL 

357. Die Beschleunungsverteilung eines starren KÖrpei's. 
Die wahre Beschleunung i eines Teilchens des starren Körpers 
ist die Fluxion der Geschwindheit H dieses Teilchens. Nach 
251. (a) ist 

1> ^ t>o + tt»x(r- to)- 

Diflferenziert man nach der Zeit, so ergibt sich für die 
Beschleunungsverteilung die Gleichung 

(a) 6 =i=. 6o + tt> ^ (^ - ^o) + * ^ (^ - ^o)- 

i^ ist die Beschleunung des irgendwie ausgezeichneten 
Punktes des Körpers, dessen Geschwindheit und Ortsvektor H^ 
und Xq sind. Man kann i^ die Translativbeschleunung 
nennen. 

Den zweiten Teil tt» x (t> — t>^) kann man, wie wir sogleich 
ausfahren werden, die Zentralbeschleunung nennen. 

Der dritte Teil & x (t — Xq) rührt von der F'luxion der 
Rotation her, d. h. von der Änderung ihrer Größe und 
Richtung im Räume. 

Dreht sich der Körper um einen seiner Punkte, so ist 

nach 251. (b) 

ti=i=ttixi:=i=tt)xa. 

Wenn wir nun diflferenzieren um i zu erhalten, können 
wir aber nur die erste dieser Gleichungen verwenden. Es ist 
nämlich wohl 

Hingegen dürfen wir die Fluxion d nicht mit der Ge- 
schwindheit t> verwechseln. Der Vektor a bedeutet nicht den 
Abstand zweier Teilchen des Körpers, sondern den Abstand 
von der Rotationsachse, welche ihre Lage im Körper rasch 
ändern kann. Alle Teilchen, welche im gegebenen Augenblicke 
in der Rotationsachse sich befinden, ruhen wirklich. Jedoch 
ist die Fluxion ä nicht die Relativgeschwindheit des be- 
trachteten Teilchens gegen dieses ruhende Teilchen in der 
Achse, ja nicht einmal gegen den damit momentan zusammen- 
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fallenden, aber nicht ruhenden Punkt der Achse, sondern 
die Fluxion des senkrechten Abstandes von dieser nicht 
ruhenden Achse. 

Wir erhalten durch Diflferentiation der Gleichung 

ti = ttixti + ttixr = ttix(ttixi:) + ttixi:=i=ttix{ttixa) + ttixr. 

Es ist aber 

tt» X (tti X a) = — tt»^ a 

und 

tti X (m X t) =1: — tt|2 ij 4- tti (tu . r) . 
Also bestimmt sich die Be^hleunungsverteilung durch 

(a) 6 = — tt»^ a 4- & X t 
oder durch 

(b) ö = - to^r + »(tti-t) + fext. 

Das erste Glied in 257. (a) ist die Zentralbeschleunung. 
Wenn die Rotation to konstant bleiben würde - und die Um- 
laufszeit T hätte, so wäre 

ttixti=i=ttix(it»xa)^ — tti2a= — ^ a. 

258. Das Moment der ßesciäeunungen. Endlich berechnen 
wir das sehr wichtige Moment der Beschleunung i in bezug 
auf den ruhenden Punkt des Körpers. Es ist nach 257. (a) 

(c) r X ö = — • tt|2 1 X a + t X (& X r) 
oder nach 257. (b) 

(d) t X Ö =1= — (ttl • t) tt» X t + t X (ttl X t) . 

359« Die Dichte Verteilung des starren Mediums, Bestimmt 
man die Masse dm eines Teilchens vom Volum d(p eines 
starren Körpers, so zeigt sich, daß der Quotient 

dm 

einem bestimmten Grenzwert sich nähert, wenn das Volum d tp 
unbegrenzt kleiner wird, und diesen nennt man die Dichte 
des Körpers an dem betrachteten Punkte. 

« 

Man hat also außer der Geschwindheits- und Beschleunungs- 
verteilung t> und g auch noch die Verteilung dieses skalaren 
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Wertes ju in starren, wie in allen anderen kontinuierlichen 
Medien zu berücksichtigen, sowie femer die Verteilung der 
Vektoren juH und jug. 

Die Masse des starren Körpers, welche den Raum tp ein- 
nimmt, ist 

771 = 1 fjidcp s 

260. Der Massenmittelpunkt Da das Volum jedes Teilchens 
des starren Körpers unveränderlich ist, und ebenso auch seine 
Masse, so ist auch die Dichte desselben unveränderlich. Aus 
der kinetischen Grundgleichung 

t> =1= t>o + tti X (r - to) 
erhalten wir durch Multiplikation mit dem Massenelement (idcp 
und Integration 

|jut>«£fqp = mt>^ + ttlx| \fxxdq)—mxA, 
Wir können also die Bewegungsgröße des Körpers 



jfjbt^d(p = mt>Q 



und das lineare Massenmoment 



/' 



fjbXdtp = thTq 

setzen, d. h. t>^ und r^ in der kinetischen Grundgleichung als 
Geschwindheit und Ort des Massenmittelpunktes des 
starren Körpers ansehen. Dieser Massenmittelpunkt ist also 
mit dem Körper starr verbunden. 

261. Die skalaren Massenmomente zweiter Ordnung. Inte- 
griert man die Produkte der Massenelemente mit einer Funktion 
der Radien x über den ganzen Körper, so erhält man die 
höheren Massenmomente desselben, deren einfachste wir zu- 
nächst anführen. Man bezeichnet das Integral 

<p 
als das Trägheitsmoment des starren Körpers in bezug auf 
den Nullpunkt, von welchem aus die Radien x gezählt werden. 
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Sei t' die Entfernung des Volamelementes d(f vom Massen- 
mittelpunkt^ so ist 

Da das lineare Massenmoment in bezug auf den Schwer- 
punkt 

(a) CfAt'dcp^O 

ist, weil dieses Integral der Entfernung des Massenmittelpunktes 
von sich selbst proportional ist, so folgt durch Multiplikation 
mit fidcp und Integration 

(b) *.o+"'V=*.. 

worin tf>,^ das Trägheitsmoment in bezug auf den Schwerpunkt 
ist (Stein er scher Satz). 

Das bekannteste dieser Integrale 

worin a die senkrechte Entfernung von einer Achse a ist, heißt 
das Trägheitsmoment in bezug auf diese Achse. Es ist wieder 
das Trägheitsmoment in bezug auf eine beliebige Achse a 
gleich dem Trägheitsmoment in bezug auf eine parallele, 
durch den Massenmittelpunkt gehende Achse, vermehrt um 
das Produkt der Masse m des ganzen Körpers und des Qua- 
drates des Abstandes a^ des Massenmittelpunktes von der 
Achse cu 

Endlich bezeichnet man das Integral 

worin c den senkrechten Abstand von einer Ebene bedeutet, 
als das Trägheitsmoment in bezug auf diese Ebene. Sind 
xyz drei aufeinander senkrechte Koordinatenachsen, so ist 
also für deren Ursprung: 

Die Summe der Momente in bezug auf drei rectanguläre 
Ebenen hat den invarianten Wert </> . 
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263. Das einfachste vektorische Moment zweiter Ordnung 
ist das Schwungmoment d in bezug auf eine Achse a, von 
welcher die Punkte des Körpers den senkrechten Abstand a 
haben und in bezug auf einen in ihr liegenden Punkt, von 
welchem die Radien t gezählt werden 

a^ jfjLXy^adcp. 

Dasselbe ist ein Vektor von einer festen Lage im Körper, 
wenn die Achse a eine feste Lage in demselben hat. Er steht 
notwendig auf der Achse senkrecht. Bezeichne a^ den Ab- 
stand des Massenmittelpunktes von der Achse und Xq von dem 
Nullpunkt in derselben, ©' das Schwungmoment für eine 
parallele Achse und den in derselben liegenden Massenmittel- 
punkt als Nullpunkt, von welchem die Elemente d(p die Ent- 
fernungen a' bzw. t' haben, so ist 

und 

(a) ©'+ wt^j X ö^j ^ (K. 

Die Bedeutung dieses Moments geht aus 265. hervor. 

363. Die dyadischen Massenmomente, Die in 261. defi- 
nierten quadratischen Momente haben nur deshalb Wichtigkeit, 
weil sie Invarianten oder Koeffizienten der beiden Trägheits- 
dyaden oder dyadischen Massenmomente </>* und </>*" sind. 
Diese sind symmetrische Dyaden, welche für jeden Punkt 
des starren Körpers einen bestimmten Wert haben. Sei x die 
Entfernung des Volumelementes d(p von dem Nullpunkt, so 
stellt die unendliche kleine Dyade 

lidffX'X 

das dyadische Moment des Massenteils ^idcp m bezug auf den 
Nullpunkt dar. Die Summe dieser unendlich vielen unendlich 
kleinen linearen Dyaden stellt die skalare Trägheitsdyade 
für den Nullpunkt dar 

ilf ^j^X'^xdq), 

Das Trägheitsmoment (b^ des Körpers in bezug auf den 
Nullpunkt ist der erste Skalar dieser Dyade. Die Haupt- 
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richtungen derselben od^ die Achsenrichtungen ihrer Quadrik 
nennt man die Trägheitshauptrichtungen in dem Nullpunkt. 

Die neun Koeffizienten a.j^ der Dyade in der analjrtischen 
Form derselben heißen die Trägheitsmomente und Deviations- 
momente in bezug auf die Koordinatenebenen. Es ist 

(l^' = {•X l fJLx^dcp + X'l 1 fjLxyd(p + X't j fixzdcp 

(p <p (p 

<p <f q} 

+ f ;i lfizxd(p + t '^l l fi Z 1/ d (p + t ;t l fJL z^ d (p , 

<P V V 

Werden die Koordinatenachsen in die Hauptachsen der 
Dyade verlegt, so verschwinden die Deviationsmomente. Die 
Trägheitsmomente 0^ tf>J 0J in bezug auf die Hauptebenen 
sind also die Koeffizienten der Normalform der Dyade 

364. Das rotorisch-dyadische Massenmoment oder die roto- 
rische Trägheitsdyade ist das dyadische Integral 

ilf:L j fjit X tdq). 

Die neun Koeffizienten dieser rotorischen Dyade heißen 
die Trägheits- und Deviationsmomente in bezug auf die 
Koordinaten a c h s e n. 

Die Hauptachsen der rotorischen Trägheitsdyade fallen 
mit jenen der zugeordneten skak,ren Dyade zusammen. 
Werden die Koordinatenachsen in aiese Hauptachsen gelegt, 
so verschwinden die Deviationsmomente. Die Trägheitsmomente 
ip]^ i^fy (1)1 in bezug auf die Hauptachsen sind also die Koeffi- 
zienten der Normalform der rotorischen Dyade 

365. Die vektorischen Momente zweiter Ordnung, Die 
Wichtigkeit der Trägheitsdyaden beruht darauf, daß in dem 
Ausdrucke für die Beschleunung i der Punkte eines starren 
Körpers und für das Moment derselben nach 257. und 258. 
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die vektorischen Tripelprodukte (in • t) t und (fii x t) x t vor- 
kommen und Integrationen über den ganzen Korper durch- 
geführt werden müssen. 

Betrachten wir das Integral 

® = jfjit{t'm)d(p, 

welches ein vektorisches Moment zweiter Ordnung ist. Falls 
m nicht vom Orte abhängt, so kann man diesen Vektor aus 
dem Integral herausheben und erhält 

@ i m • fjUtjrtZqp =1= (P' -m. 

<p 

Dieses vektorische Moment kann als die lineare Trägheits- 
funktion skalarer Art von m bezeichnet werden. 

Wenn die Koordinatenebenen mit den Hauptebenen der 
Dyade zusammenfallen, so ist 

366. Bas rotorische Moment zweiter Ordnung hat die Form 

% 4= jijLtx{txm)dcp. 

Wenn m nicht vom Orte abhängt, so ist 



Z = m* jfjiXy^xd(p = (p^-m. 



V 



Dieses vektorische Moment ist also die lineare Trägheits- 
fiinktion rotorischer Art ^on «t, 

7^ = - (Dlm^, ^y= - ^l^y> ^z = - ^Iwi,. 

Haben wir eine der Trägheitsdyaden 0' für den Massen- 
mittelpunkt einer Dichteverteilung berechnet, so können wir sie 
auch für einen Punkt im Abstände Xq angeben. Es ist 

267« Es kommen in den Bewegungsgleichungen starrer 
Körper noch folgende Produkte vor 
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(tti X r)2 = — tti • t X (r X to) , 

(in . r)* = tti.r(tti.r), 

tti^r X a = (tti«r)tti x r = — tti x (r x (r x m)). 

Hierin ist a der senkrechte Abstand von einer zu tti 
parallelen Achse. Multiplizieren wir mit fid(p und integrieren 
über das ganze Volum qp des Korpers, -so ergibt sich 

(a) ffi{toxtyd(p ^ -ttl•0^ttl ^ + tti2 0;, 

(b) JfjL{to . xYdcp ^ +tti.«)*.tti ^ + tti*0i, 

(c) rfi(tti . t)mxtd(p i -ttix 0^ttl =1= tß^a^, 

<p 

(d) r/ittixr(tti-r)c?9) '^ +ttix 0'.» =1= to^g^. 

Hierin ist 0^^ das IVägheitsmoment in bezug auf eine zu 
ID parallele Achse, 0'^ das Trägheitsmoment in bezug auf eine 
zu to senkrechte Ebene und dto das Schwungmoment in 
bezug auf eine zu tti parallele Achse. Es ist nach (c) und (d) 

6» = / /^^ X ad(p , 

(e) (S^J= -XX 0^i=i=ix *'.i. 

Hierin ist i ein Einheitsvektor, welcher die Richtung der 
Achse des Schwungmomentes angibt. Dasselbe hat also die 
Komponenten 

worin i^ i i^ die Richtungskosinus der Achse i des Schwung- 
momentes gegen die Hauptachsen der Trägheitsdyade siud. 

S68. Das Beschleunungsmoment Wir nennen das Integral 

SM ^ffixxid(p, 
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welches die Summe der Momente der Bescldeunimgsgrößea 
{fA d (p i) dBxsteWi, kurz dasBeschleunungsmoment des starren 
Körpers. Nach 258. (d) ist 

rx6=i= — (tti-r)ttixr + rx(ttixr). 

Multiplizieren wir mit fjidip und integrieren über den 
ganzen Körper, so ergibt sich nach 267. (c) und 266. 

(a) aR=^ttix 0".tti-0'.tti. 

Das Beschleunungsmoment kann aber auch nach 267. (c) 
in der Form 

(b) a»^ -tt|2(£i„- 0^ttl 

dargestellt werden. 0'*-fii ist die lineare Trägheitsfunktion 
rotorischer Art der Rotationsbeschleunung fii. 

Das Beschleunungsmoment hat also nach 267 (f) für ein mit 
den Trägheitsachsen zusammenfallendes Koordinaten- 
system die zuerst von Euler (1758) berechneten Komponenten 

(c) \ M^^^.^A'i':- *x) + ^^;% . 



12. Die inneren Beschleunungen starrer Körper. 

369. Die Teile eines starren Körpers können partielle 
Beschleunungen der verschiedensten Herkunft haben. Jedes 
Teilchen eines Glaskörpers, in dessen Inneren freie Elektrizität 
vorhanden ist, d. h. der elektrische Vektor nicht divergenzfrei 
verteilt ist, hat eine partielle elektrische Beschleunung in der 
Richtung dieses Vektors. Jedes Teilchen eines magnetischen 
Stahlstückes, d. i. eines Stahlstückes, in welchem der magne- 
tische Vektor nicht quirlfrei verteilt ist, hat eine zu diesem 
Vektor und zu seinem Rotor senkrechte partielle magnetische 
Beschleunung. Zum mindesten haben die Teile eines starren 
Körpers die partiellen Gravitationsbeschleunungen. Nie, außer 
bei dem freien Falle, sind dies aber die wahren Beschleu- 
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nungen, mit welchen sich die Teile wirklich bewegen^ denn es 
kommen stets noch mindesten zwei partielle Beschleunungen 
jedes Teilchens dazu: die elastischen und die Beschleunungen 
der Zähigkeit. 

Erstere sind dadurch charakterisiert, daü sie durch die 
kleinen Deformationen der Umgebung des betrachteten 
Teilchens bestimmt sind, letztere dadurch^ daß sie durch die 
Fluxion dieser Deformationen bestimmt sind. 

Da diese Beschleunungen von ausschlaggebender Bedeutung 
sind, so sollte man die Theorie der starreu Körper erst auf 
die Theorie der deformierbaren Medien folgen lassen und auf 
die Differentialgesetze der Elastizität und Zähigkeit stützen. 

370. Die starren Körper stellen aber einen so extremen 
Fall deformierbarer Medien dar, daß ihr Verhalten schon da- 
durch vollständig bestimmt ist, daß ihre inneren Beschleu- 
nungen den Satz der Erhaltung der Bewegungs- 
momente (152.) erfüllen. 

Dieser Satz, dessen Richtigkeit ohnehin unbezweifelt ist, 
folgt sowohl aus der Elastizitätstheorie als aus der 
Theorie der inneren Reibung. Auf Grund desselben 
können wir die Bewegung starrer Körper, welche nicht in 
Flüssigkeiten oder elastischen Medien eingebettet sind (welchen 
Fall wir erst bei Darstellung der Bewegungsgesetze dieser 
deformierbaren Medien in Betracht ziehen können), sondern 
welche von verdünnter Luft umgeben sind, vollständig verstehen. 

371. Wir haben die elastischen Beschleunungen starrer 
Körper, so¥rie die aus ihrer Zähigkeit folgenden, unter dem 
gemeinsamen Namen innere Beschleunungen zusammen- 
gefaßt, weil man sie in diesem extremen Falle schwer trennen 
kann. Ein äußerst zäher Körper ist ohne Zweifel ebenso starr, 
wie ein äußerst stranam elastischer Körper. Blei und Siegel- 
lack verdanken ihre Starrheit hauptsächlich ihrer Zähigkeit. 
Quarz bei 500® C. ebenso, bei gewöhnlicher Temperatur aber 
hauptsächlich seinen dann sehr großen elastischen Moduln. 
Auch Stahl ist mehr elastisch als zäh usw. 

273. Technische Mechanik der starren Körper. Wir haben 
vorerst elastische und flüssige Medien als Umgebung des starren 
Körpers ausgeschlossen, müssen aber doch davon, so wie bisher, 
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die für die Praxis wichtigsten Ausnahmen machen und können 
dies auch, insofern es sich nur um Abstraktionen handelt, die 
uns längst geläufig sind. 

Wir wissen, wie sich ein sehr kleiner starrer Körper 
bewegt, welcher an einer gedehnten elastischen Feder befestigt 
ist. Er erfährt nach 214. eine elastische Beschleunung g, 
welche die Richtung der Federdehnung und eine derselben 
proportionale Größe hat und außerdem der reziproken Masse 
m des Körpers proportional ist. Die Beschleunungsgröße 
6 = ?w g ist durch die Feder allein bestimmt, von der Masse des 
Körpers unabhängig. 

Ist nun dieser kleine Körper cet. par. mit einem großen 
starren Körper starr verbunden, so heißt er ein Angriffsteil 
desselben. Die Feder bestimmt dann wohl dieselbe nun aber 
partielle Beschleunung g und Beschleunungsgröße i des An- 
griffsteiles. Nur sind neu hinzukommende Beschleunungen 
durch die minimalen Deformationen der angrenzenden Teile 
des starren Körpers bestimmt, dem er angehört und welche 
also innere Beschleunungen sind. 

Man kann nun die Grenzfläche zwischen dem Angriffsteil 
und dem übrigen starren Körper beUebig gewählt denken, wenn 
derselbe nur immer hinreichend klein bleibt, so daß sich sein 
Massenmittelpunkt nicht wesentlich verschiebt. Da seine Be- 
schleunungsgröße i von seiner Masse unabhängig ist, ist sie 
bestimmt, ohne daß eine bestimmte Abgrenzung des Angriffs- 
teiles gegen den festen Körper angegeben werden muß. 

Man kann also durch gespannte Federn, gespannte Seile, 
gespannte oder gebogene dünne Hebelstangen usw. schließlich 
auch mit dem Finger oder, wenn es sich um sehr große starre 
Körper handelt, mit der Hand beliebigen kleinen Angriffs- 
teilen in der Oberfläche eines starren Körpers bestimmte 
Beschleunungsgrößen i erteilen, d. h. für jeden Angriffs- 
punkt einen Vektor 6 seiner Richtung und Größe nach be- 
stimmen, welcher die wahre Beschleunungsgröße mg des An- 
gritfsteiles wäre, wenn dieser frei wäre und jedenfalls eine 
partielle Beschleunungsgröße desselben ist. 

378. Die äußeren Beschleunungen. Die wahre Be- 
schleunung 'b eines kleinen Teiles eines starren Körpers, 
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d. i. die Fluxion der Geschwindfaeit ti desselben setzt sich 
wie erwähnt aus mehreren Beschleunungen zusammen. Von 
diesen scheiden wir die inneren Beschleunungen g' aus, 
welche durch die minimalen Deformationen der Umgebung des 
Teilchens bestimmt werden. Die Summe der übrigen partiellen 
Beschleunungen des Teilchens (seine Gravitationsbeschleunung, 
elektrische, magnetische Beschleunung usw.) nennen wir die 
äußere Beschleunung g desselben. Es ist also 

(a) 6 = 8 + 8'. 

Die wahre Beschleunung ist die Summe der inneren und 
äußeren Beschleunung. Auch die Beschleunungen der Angriffs- 
teile an der Oberfläche des starren Körpers lassen sich so 
zerlegen. Die partielle Beschleunung eines Angrififsteiles zufolge 
der minimalen Deformation des angrenzenden starren Mediums 
ist eine innere, die Beschleunungsgröße zufolge der großen 
Deformation der angrenzenden elastischen Medien (z. B. der 
angreifenden Federu, Seile usw.) bestimmen eine äußere Be- 
schleunung des Angriffsteiles. 

274. Moment der inneren Beschleunungen, Wie schon in 
270. angedeutet wurde, müssen die inneren Beschleunungen g' 
eines von Luft umgebenen starren Körpers das Gegen- 
beschleunungsgesetz mit sehr großer Annäherung er- 
füllen, und zwar der sehr kleinen zu vernachlässigenden Dichte 
der Luft wegen. Die vektorische Summe der Beschleunungs- 
größen fid(p%' für alle Volumselemente d(p des ganzen 
Volums qp des starren Körpers ist also Null 

(a) Jfiq'dcp^O. 

Diese Behauptung wird eingeschlossen von der allgemeineren 
Annahme, daß die inneren Beschleunungen eines von Luft um-^ 
gebenen starren Körpers mit großer Annäherung den Satz der 
Erhaltung der Bewegungsmomente (siehe § 152) erfüllen. 
Man muß dies als eine Folge der Elastizitätstheorie ansprechen, 
da die Giltigkeit des allgemeinen Prinzips in diesem Falle 
nicht evident ist. Daß, um nur den einfachsten Fall zu er- 
wähnen, zwei durch einen sehr dünnen (masselösen) gebogenen 
Stab verbundene Körper den Momentensatz erfüllen, hängt 

Jaamann, Bewegungslehre. 12 
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ganz von der Form der Gesetze der elastischen Wirkungen 
ab. Man muß sich sogar wundern, daß unabhängig von der 
unsymmetrischen Biegungsform des Stabes die Beschleunungs- 
größen der Körper nicht nur gleich und antiparallel sind^ sondern 
immer in die Verbindungslinie beider Körper fallen. Es 
ist also noch weniger a priori einzusehen^ daß ein nahezu 
starrer Körper infolge kleiner gegebener Deformationen nie 
sein Rotationsmoment ändern wird, doch ist dies durch mannig- 
faltige Beobachtungen sichergestellt, welche wir nun beschreiben 
wollen. 

Nach dem Flächensatz ist die Summe der Momente 
jurfyrxg' der inneren Beschleunungsgrößen in bezug auf 
einen (beliebig bewegten) Punkt, von welchem die Volum- 
elemente dtp den Abstand x haben, gleich Null 

(b) hit X g'flfqp = 0. 

276, Die Arbeit eines starren Körpers, Ist 'b die wahre 
Beschleunung eines Teiles des starren Körpers und t^dt der 
Weg desselben in der Zeit dt, so ist '^•^^dt der Fortlauf der 
Beschleunung auf diesem Wege und ö-ö der Fortlauf in der 
ßahnrichtung pro Zeiteinheit; fjbdfpi't^ ist die Arbeit des 
Volumelementes d(p des Körpers pro Zeiteinheit Die Arbeit y^ 
des ganzen Körpers pro Zeiteinheit ist also 

A = Ifjii't^dcp . 

Es ist nun nach der kinematischen Grundgleichung 

ti = 1^0 + tu X r , 

worin ö^ die Geschwindheit irgend eines Punktes des Körpers 
und r der Abstand des Volumelementes dtp von demselben ist. 
Deshalb zerfällt die Arbeit in zwei Teile 

A^t)Q'jfiid(p + tO'iiiXy^id(p. 

Den ersten Teil kann man die Translationsarbeit, den 
zweiten die ßortiationsarbeit nennen. In diesem Teile haben 
wir das Tripelprodukt anders assoziiert, um die Rotations- 
geschwindheit tti herausheben zu können. 
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Zerlegen wir die wahre Beschleunung i in die innere g' 
nnd äußere Beschleunung g. Die Arbeiten dieser Komponenten 
summieren sich algebraisch. Die Arbeit A' der inneren 
Beschleunungen ist aber Null, weil die Summe und das 
Moment der inneren Beschleunungsgrößen nach dem G-egen- 
beschleunungsprinzip bzw. Flächen satz (274.) gleich Null sind 

(a) A' =}»q' \l^^d^ + tti. hir X g'c?y i= 0. 

Die Arbeit A des Körpers wird also ausschließlich durch 
seine äußeren Beschleunungen g bestimmt 

(b) A = r^Q' ifi^dcp + tO' jfAXxqdg). 

Sind noch mehrere diskrete äußere Beschleunungsgrößen h. 
von Angriffsteilen m. der Oberfläche des Körpers gegeben, so 
addiert sich zu obiger Arbeit noch der Anteil 

(c) öo-2*i + tt»'2^i^'*i- 

• • 

Die Summe aller äußeren Beschleunungsgrößen seiner 
Teile nennt man die äußere Beschleunungsgröße S des 
ganzen Körpers 



»- ff^id(p + ^b,. 



Die Summe der Momente aller äußeren Beschleunungs- 
größen seiner Teile nennt man das Drehmoment 2) des 
ganzen Körpers 

3)^ 



= ifit X %d(p + ^t^xi.. 



Die gesamte Arbeit A des starren Körpers, das ist die 
Arbeit seiner wahren Beschleunungen pro Zeiteinheit, ist also 
gleich der Summe der skalaren Produkte aus Translations- 
geschwindheit und Beschleunungsgröße bzw. aus Eotations- 
geschwindheit und Drehmoment der äußeren Beschleu- 
nungen 
(d) A =^öo.» + tti.S). 

12* 
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276. Die Energiegleichung, Daß die Arbeit Ä eines 
Systems von Körpern oder eines starren oder deformierbaren 
Mediums pro Zeiteinheit gleich der Fluxion der Bewegungs- 
energie E ist, ist eine identische Gleichung, welche aus der 
Definition dieser Werte folgt. Es ist 

worin 

gesetzt wurde. Es ist 

Nun multiplizieren wir mit fidtp und integrieren, wobei 
das zweite Glied 



V 



ti^ X »• jfixdg) = 



<p 



wegfällt, wenn t die Entfernung vom Massenmittelpunkt 
oder von einem ruhenden Punkte ist So ergibt sich 



^ = i^ V + \ff^{^ ^ ^?^9 



V 



oder nach 267. (a) 

(a) E:^ ^wöo^~|to.a>»^.to 

oder auch 

worin ^ die Trägheitsdyade, 0^, das Trägheitsmoment in 
bezug auf die durch den ruhenden oder mit dem Schwerpunkt 
zusammenfallenden Nullpunkt gehende, der Rotation to parallele 
Achse ist. Die Bewegungsenergie zerfällt in zwei durch die 
Translation und Kotation bestimmte Anteile. Die Fluxion der 
Bewegungsenergie nimmt nur in dem Falle eine gleich ein- 
fache Form an, wenn das Trägheitsmoment seinen Wert nicht 
ändert 



dt 
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Dann ist 

(b) Ä=^ mtio-li^ + 0iltl.A. 

Es tritt dies ein, wenn die Rotationsgeschwindheit to ihre 
Kichtnng im Eaume, also auch die Rotationsachse ihre Lage 
im Körper nicht ändert. Femer, wenn die Rotationsachse in 
der Ebene eines Ereisschnittes des Trägheitsellipsoides bleiben 
muß, oder falls dieses ein Rotationsellipsoid ist, wenn die 
Rotationsachse im Körper in einem Kreiskegel umläuft, dessen 
Achse die Trägheitsachse ist. Femer wenn die Rotationsachse 
in der unmittelbaren Nähe einer der drei Hauptträgheitsachsen 
bleiben muß. Endlich stets, wenn das Trägheitsellipsoid eine 
Kugel ist. 

In diesen Fällen hat die Arbeits- oder Energiegleichung 
die Form 

(c) 00-* + ^-® = K'^^0 + »-^to*- 

Man könnte übrigens diese Gleichung in zwei für die Trans- 
lationsarbeit bzw. für die Rotationsarbeit gültige Gleichungen 
zerlegen, da, wie wir weiter unten ausführen wollen, 8 = wi 6^ 
ist. Bei der Auswertung des Drehmomentes braucht auf die 
Zwangsbeschleunungen (§ 289), welche die Rotationsachse so 
führen, daß das Trägheitsmoment konstant bleibt, keine Rück- 
sicht genommen zu werden. 

277« Man kann nach der Energiegleichung die Bewegung 
eines starren Körpers vollständig berechnen, wenn derselbe 
zwangsläufig so geflihrt wird, daß von den 6 Bestimmungs- 
stücken der unbekannten Vektoren i^ und äi nur eines frei 
ist. Der Körper muß also fünf Bedingungen unterworfen sein. 
Es trifft dies bei vielen Maschinenbestandteilen zu. 

Beispiel. Ein starrer Zylinder rollt, ohne zu gleiten, auf 
einer schiefen Ebene nach abwärts, oder eine Schraubenmutter 
fällt unter einer der Ganghöhe der Schraube entsprechenden 
Rotation auf ihrer ruhenden Schraube nach abwärts. Im ersten 
Falle verlegen wir die Rotationsachse in die Achse des Zylinders. 
Femer ist die Richtung der Translationö- und Rotations- 
geschwindheit gegeben, das sind je zwei Bedingungen. Endlich 
muß zwischen der Größe dieser beiden Geschwindheiten eine 
leicht anzugebende Proportionalität bestehen | 
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Ein Drehmoment ist nicht zu berücksichtigen. Die Be- 
schleunungsgröße 18 ist gleich der Masse des bewegten Körpers 
multipliziert mit der Schwerebeschleunung g^. Man hat also 
nach 276. (c) (vergl. übrigens auch 289.) 

'^g^ cos {v^g^) = (wi + «^ (l}l) Vq . 

Die Beschleunung v^, mit welcher diese Körper fallen, 
ist um so kleiner, je größer ihr Trägheitsmoment ist. 

378. Das physische Pendel, Die erste Bewegungsform 
eines starren Körpers, welche (durch Huyghens 1673) voll- 
ständig beschrieben wurde, war die des physischen Pendels, 
d. i. eines Körpers, der sich um eine feste Achse dreht. Be- 
zeichnen wir mit t^ den Abstand des Massenmittelpunktes von 
irgend einem Punkte der Achse, auf welchen auch das Dreh- 
moment der Schwerebeschleunungen g^ der Teile des Körpers 
bezogen werde 

2) = fu r X g^ rf qp . 

- (p 

Es ist also 

tO*^ ^ io>^tO* j fix dq) :^ mx^'^xtO. 

(p 

Ist a das Komplement des Winkels zwischen dem kürzesten 
Eadius Xq und seiner horizontalen Lage, welche die Richtung 

des Vektors Jo ^ ^ ^^*' ^^ ^^* ^o ^^^ ^ ^^® Projektion von x^ 
auf 9o X to und ferner »!=:—«. Bezeichnen wir den Winkel 
(flo^^) ^^^ ^® Neigung der Pendelachse gegen die Vertikale 
mit y. Die Energiegleichung lautet, da tti dieselbe Richtung 
hat wie tti 

•— rng^T^ sin / sin a = 0Ji ä . 

Dies ist eine Schwingungsgleichüng, so gut wie die eines 
mathematischen Pendels. Die Schwingungsdauer t bestimmt 
sich also für kleine Amplituden und eine horizontale Achse 
durch 

(a) T = 27r 1/^ — ^. 

Nun ist nach dem Stein ersehen Satze 
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worin 0O <laB TrägheitsmomeDt in bezug auf eine parallele, 
durch den Massenmittelpunkt gehende Achse ist Man er- 
hält somit 

V-i^i-.r. + f-o. 

Für eine gegebene Schwingungsdauer r des Körpers 
gibt diese Gleichung für r^ die Wurzeln r, und r^, wobei 

(b) '■i + '•» = r^iffo 

sein muß. Sämtliche parallele Achsen eines Körpers, fUr 
welche die Schwingungsdauer gleich ist, liegen also auf zwei 



Pig. 56. 



Fig. 57. Be' 



ipendel nach Besael. 



konaxialen Zylindern, deren Achse durch den Schwerpunkt 
geht. Die Summe der Radien r^ und r^ dieser Zylinder hängt 
ebenso mit der Schwerebeschleunnng und dieser konstanten 
Schwingungsdauer zusammen, wie die Länge eines mathe- 
matischen Pendels, und heißt deshalb die reduzierte Länge 
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des physischen Pendels. Man findet dieselbe experimentell, indem 
man den Abstand zweier paralleler Achsen a^ und a^ (Fig. 56) 
mißt, in deren Ebene der Schwerpunkt s des Pendels liegt, 
und für welche die Schwingungsdauer gleich ist. Da diese 
Längenmessung sehr genau vorgenommen werden kann, so ist 
damit die beste Methode zur Bestimmung der Schwere- 
beschleunung gegeben (Reversionspendel vonKater, Fig. 57). 
Zur Demonstration dieser konaxialen Zylinder dient das 
Pendelbrett von Mach (Fig. 58). 




Fig. 58. Pendelbrett nach Mach. 

379. Messung von Drehungsmomenten. Die Schwingungs- 
dauer eines um eine beliebige feste Achse drehbaren Körpers, 
z. B. eines um eine vertikale oder horizontale Achse drehbaren 
Magnetstabes, dessen Trägheitsmoment bekannt ist, kann um- 
gekehrt zur Bestimmung des Drehungsmomentes der äußeren 
Beschleunungen, z. B. magnetischer Drehmomente dienen, falls 
dieses ebenso wie das Drehmoment der Schwerebeschleunungen 
eines Pendels mit Annäherung den Ablenkungswinkel pro« 
portional ist. 

380» Bewegungsgleichungen eines starren Körpers. Zur voll- 
ständigen Bestimmung der Bewegung eines starren Körpers 
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braucht man zwei vektorische Gleichungen, um die Translations* 
beschleunung i^ und die ßotationsbeschleunung äi berechnen 
zu können. Die Translations- und Rotationsgeschwindheit 
können dann für jede Zeit angegeben werden, wenn sie für 
irgend eine Zeit gegeben sind. 

Diese Bewegungsgleichungen müssen äquivalent sein den 
Sätzen, daß die inneren Beschleunungen keine Be- 
schleunungsgröße und kein Drehmoment haben (274.), 
sie müssen femer die Beschleunungsgröße 18 und das Dreh- 
moment 2) der äußeren Beschleunungen (275), welche 
durch direkte Gesetze bestimmt also gegeben sind, enthalten. 
Sie haben also die Form 

(a) 9 ^ffiid(p ^m% 

und 

(b) ^ ^ ffitxidg)y 

worin 6 die wahren Beschleunungen, und zwar 6^ jene des 
Massenmittelpunktes sind. 

Diese Gleichungen sagen aus, daß die Beschleunungs- 
größe S der äußeren Beschleunungen gleich ist der Be« 
schleunungsgröße der wahren Beschleunungen i, und daß das 
Drehmoment 2) der äußeren Beschleunungen gleich ist dem 
Drehmoment der wahren Beschleunungen 6. 

Der Badius t kann von jedem beliebigen Punkte aus 
gezählt werden, er wird aber meist von einem ruhenden 
Punkte des Körpers aus gezählt werden, wenn ein solcher vor- 
handen ist Dann bestimmt die erste Gleichung nur die 
Zwangsbeschleunungen , und es verbleibt dann nur die Frage 
nach der Botationsbeschleunung A, Wenn wir den in 
268. angegebenen Werten des Momentes der wahren Be- 
schleunungsgrößen in die zweite ßewegungsgleichung einsetzen, 
so nimmt dieselbe folgende Formen an 

(c) a =^ Itix (D»".» - (D'^.ü 
oder 

(d) a>± -iti^®- 0^.öi. 

Hierin ist 0^ die rotorische Trägheitsdyade und 
(e) 6;i= -ix ^'•t 
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das Schwungmoment in bezng auf die momentane Rotations- 
achse, welcher der Einheitsvektor i parallel sein soll. 

281. Erstes Beispiel. Konstante Botation. Wenn die 
Rotationsbeschleunung 6 dauernd gleich Null ist, so ändert 
die ßotationsgeschwindheit tti weder ihre Größe noch Richtung, 
und die Rotationsachse verschiebt sich auch in dem Körper 
nicht, sondern fällt stets mit derselben materiellen Strecke 
zusammen. 

Damit dies eintrete, muß nach 280. (d) 

(a) 2)=?=-.tti»a; 

sein, d. h. ein äußeres Drehmoment S vorhanden sein, welches 
stets dem Schwungmoment (S^ 

* 

proportional ist. Hierin ist a der senkrechte Abstand von der 
Rotationsachse. Das Schwungmoment ist stets senkrecht gegen 
die Rotationsachse gerichtet und hat gegen den Körper eine 
feste Lage, dreht sich also mit diesem. Das gleiche muß für 
das Drehmoment gelten. 

Ist die Rotationsachse Hauptträgheitsachse eines ihrer 
Punkte, so ist das Schwungmoment nach 280. (e) Null und also 
kein äußeres Drehmoment erforderlich. Ist dieser Punkt der 
Schwerpunkt, so ist auch keine äußere Beschleunungsgröße er- 
forderlich, um ihn in Ruhe zu halten, wenn er anfangs ruht und 
der Körper rotiert dann ganz frei und konstant. 

Ist die Rotationsachse einer Trägheitsachse des Schwer- 
punktes parallel und haben diese beiden Achsen den Abstand a^, 
so ist nach 262. (a) 

® = m to X a^ , 

worin t^ der Abstand des Schwerpunktes von einem beliebig 
in der Achse gewählten Nullpunkt ist. Das äußere Dreh- 
moment in bezug auf denselben Punkt ist dann 

und die äußere Beschleunungsgröße 9) nach 257. und 280. (a) 

8 =i» m 60 = w tti X öo . 
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Kotiert der Körper nm eine vertikale Achse, deren Spitzen 
in Lagern laufen und die Höhen h^ und h^ haben, während 
die Höhe des Schwerpunktes h^ sei, so müssen diese Spitzen 
zufolge minimaler Deformationen die Beschleunungsgrößen b^ 
und b^ haben, welche horizontal gerichtet sind und in der 
Ebene der Achse und des Schwerpunktes liegen. Die Be- 
schleunungsgröße b^ der oberen Spitze ist vom Schwerpunkt 
abgewendet und hat die Größe 

die untere Spitze hat die entgegengesetzt gerichtete Be- 
schleunungsgröße 

Außerdem haben die Spitzen vertikale Beschleunungs- 
größen, welche zusammen gleich mg^ sind, worin g^ die 
Schwerebeschleunung ist 

283. Zweites Beispiel. Freie Rotation, Wir betrachten nun 
die Bewegung eines völlig freien starren Körpers, dessen äußeres 
Drehmoment ® Null ist, für welchen also nach 280. (d) 

(a) = tt»*a;+ 0^-Ö. 

Sein Schwerpunkt ruhe anfangs, also bei Abwesenheit 
äußerer Beschleunungen dauernd. 

Diese Bewegungsgleichung sagt nichts anderes, als daß 
das Moment der Bewegungsgrößen dieser freien Körper 
in bezug auf einen ruhenden Punkt unveränderlich ist, also 



-irz /jitt X ödqp = 0. 



Sie reicht hin, um die Richtung der Rotationsachse im 
Räume sowohl als im Körper, und die Größe der Rotations- 
geschwindheit für jede Zeit zu berechnen, wenn sie für die 
Anfangszeit gegeben sind, da diese Gleichung nämlich die 
Winkelbeschleunung tii und damit die ganze Bewegung des 
Körpers bestimmt. 

In derselben kommt eine lineare Vektorfunktion ^^ • 6 vor. 
Wir bedienen uns hier einfacher der von Euler aufgestellten 
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analytischen Form des Beschleunungsmomentes [268. (c)]. Be- 
schränken wir uns auf den Fall, daß die Abweichung der 
Botationsachse von der Hauptträgheitsachse z stets klein bleibe. 
Das Koordinatensystem ist nach den Trägheitsachsen orientiert, 
liegt also im Körper fest. Es ist 

woraus folgt 

Die Botationsbeschleunung steht also auf der Botations- 
geschwindheit senkrecht und diese bewahrt ihre Größe w^y be- 
schreibt aber im Baume den Präzessionskegel und im 
Körper den Nutationskegel (256.). 

Endlich ist nach 268 (c) 

worin die 0' die planaren Hauptträgheitsmomente sind. Eine 

Lösung ist 

«?„= asint£7, ty 

w = b cos Wj t . 

Der Nutationskegel ist also ein elliptischer Kegel, dessen 
Achsen a und b in den Hauptebenen liegen; w^ ist die Perioden- 
zahl des Umlaufes der Botationsachse um diesen Bollkegel. 
Die Achse desselben ist die Trägheitsachse z. Setzt man diese 
Lösung in die Differentialgleichungen ein, so ergeben sich 
folgende Bedingungen für die Konstanten a, b und to^ 

«0 « (4»: -*:) = (*:+*:) »1 * . 

Hieraas erhält man 



1 " »' (<Pf.+ 



.. . .-^.)i'K-'K) 



tOj ist also imaginär, wenn 0* zwischen den Werten 0i und 0y 
liegt In der Nähe jener von den drei Trägheitsachsen, für 
welche das planare Moment den mittleren Wert hat, ist 
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also ein derartiger elliptischer ümlanf der Botationsachse nicht 
möglich. Ferner folgt 



b V ( 0^ -- 



^,)i0l-oi) 



Das Verhältnis der Achsen des Nutationskegels ist also 
für jeden Körper vorausbestimmt Die Größe derselben hängt 
aber von dem Anfangszastand ab. Je weiter die Botations- 
achse anfänglich von der Hauptträgheitsachse abwich, desto 
größer ist die Öffnung dieses Bollkegels. 

Falls a>i = 0J = I 0; , also das Trägheitsellipsoid ein 
Botationsellipsoid ist, so ist 

also der Nutationskegel stets ein Kreiskegel, das gleiche gilt 
dann für den Präzessionskegel und es ist dann 

1 ^01 + 201 

Unter allen Umständen findet also der Umlauf der Bota- 
tionsachse im Körper langsamer statt als die Botation Wq 
und hat die gleiche oder entgegengesetzte Bichtung wie diese, 
je nachdem \^l^^l, je nachdem also das Trägheitsellipsoid 
abgeplattet oder verlängert ist. 

Nach 256. (d) bestimmt sich die Periodenzahl w des Um- 
laufes der Botationsachse auf dem Präzessionskegel, welcher 
im Baume feststeht, durch 

2 0^ 
0^1 ö 01 + 201 

z z 

Dieser Umlauf hat stets die Bichtung der Botation und 
dauert kürzer oder länger als diese, je nachdem ^ 01 S ^« • 

Der Offnungswinkel x^ des Nutationskegels ist von Anfang 
gegeben. Er bleibt gleich dem Winkel, welchen die Botations- 
achse und die Trägheitsachse anfänglich einschlössen. Der 
Offnungswinkel x des Präzessionskegels bestimmt sich durch 

(a) X = Xj — = x^ 



w 2 0^ 
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Da die Trägheitsmomente stets positiv sind^ muß 

sein. Je nachdem diese beiden Winkel gleiches oder ungleiches 
Vorzeichen haben, müssen sich die beiden Kegel einschließen 
oder ausschließen. Der Nutationskegel liegt aber nach obiger 
Ungleichung stets weit außerhalb des Präzessionskegels. 
Dieser kann aber innerhalb des Nutationskegels liegen. Es 
tritt dies ein für i 01 > 0J . 




X 

w 
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Leitlinie des Nutationskegels voll ausgezogen, 
Leitlinie des Präzessionskegels gestrichelt. 

Fig. 59. 



Ist 0a = (z. B. flir eine kreisförmige Blechscheibe), so 
erreicht der Präzessionskegel die größte Öffnung x = ^x^. 
Dann läuft nicht nur die Rotationsachse, sondern auch die 
ihr gegenüberliegende Trägheitsachse auf dem Präzessions- 
kegel um. Es ist dann w^^ = Wq und w = 2wq. Wenn 2 0* 
nahe gleich 0« ist (z. B. für eine Kugel), so hat der Präzessions- 
kegel verschwindend kleine Öffnung und wird mit der Periode 
w = Wq umlaufen. Es ist dann w^ — 0. 

Wenn 2 0* > 0a ist, so schließen sich die beiden Kegel 
aus. Für 2 0J = 3 0« sind sie kongruent (x = — Xj). Dann ist 
tu r= ^ ti?Q und tUj = — ^ Wq, Wenn 0^ sehr klein ist (z. B. für 
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einen stabfönnigen Körper), so ist der Prasessionskegel sehr 
groß. Der Nntationskegel wird dann mit der Periode w =s ~ tr^ 
durchlaufen. 

383. Drittes BeispieL Rotatkm um eine Hauptträyheäsachse. 
Wir betrachten nun die Bewegung eines Körpers um einen 
seiner Punkte, wenn das Schwungmoment für diesen Punkt 
und für die Botationsachse dauernd Null ist, also nach (280) 



(a) 



3)=!= -*-.*• 



Dies fordert, daß die Botationsachse stets mit einer Haupt- 
tragheitsachse zusammenfallt Die Präzession eines sehr rasch 
rotierenden Kreisels ist hierfür 
ein BeispieL Ist das äußere 
Drehmoment klein, so wird 
auch die Botationsbeschleunung 
klein sein und der Präzessions- 
kegel also sehr langsam durch- 
laufen werden. Wenn femer 
an&Dglich die Botationsachse 
nahezu mit der Achse des 
Kreisels, also einer Hauptträg- 
heitsachse zusammenfiel, also 
der Nntationskegel klein ist, 
und wenn endlich das Trägheits- 
ellipsoid des Kreisels nicht sehr 
stark verlängert ist, so wird Fig. 60. 

die Kreiselachse einfach in dem 
Präzessionskegel umlaufen. 

Ist dieselbe gegen die Vertikale geneigt und in einem 
ihrer Punkte gestützt (Fig. 60), so ist das Drehmoment der 
Schwerebeschleunung g^ 

stets senkrecht gegen die Kreiselachse t^ gerichtet. Sei 01 das 
Trägheitsmoment des Kreisels für eine zu ® parallele, durch 
den Stützpunkt gehende Achse, so ist also 
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Nach 255. (a) folgt für die Umlaufszeit T der Ereiselachse 
in dem Präzessionskegel 

T^2nw ^. 

Es sei z.B. to — lOOsec"^, d.h. der Kreisel vollendet 

einen Umlauf in - sec^ ferner 0«= lO^grcm*, w = 10' gr, 

r^j = 1 cm. Dann vollendet die Kreiselachse den Präzessions- 
umlauf in 7^ = 63 seCy welche Neigung gegen die vertikale sie 
auch hahe. 

884. Bie NutatiofL Im allgemeinen Falle , wenn die 
Rotationsachse des Kreisels anfänglich nicht mit seiner Träg- 
heitsachse zusammenfällt, wird derselbe außer der eben be- 
schriebenen großen Präzession noch den in 282. beschriebenen 
Umlauf der freien Achse zeigen. Der kleine Präzessionskegel 
dieses Umlaufes steht aber nicht im Baume fest^ sondern seine 
Achse läuft in dem großen Präzessionskegel um eine vertikale 
Achse. Die resultierende Bewegung der Rotationsachse im 
Räume ist also trochoidisch. Der Umlauf auf dem kleinen 
(zweiten) Präzessionskegel hat nach 282. die Periodenzahl 

2 01 

ir =S Wr 



01 + 2 0' 

z • 



und stets die Richtung der Rotation, Die Kreiselachse fährt 
dieselbe Bewegung aus, wenn das Trägheitsellipsoid sehr ab- 
geplattet ist, indem sie dann der Rotationsachse stets dia- 
metral in diesem Kegel gegenüberliegt Ist das Trägheits- 
ellipsoid des Stützpunktes nahezu eine Kugel, so zeigt die 
Rotationsachse die einfache Präzession in dem großen Kegel 
mit vertikaler Achse, die Kreiselachse bewegt sich längs einer 
sehr abgeflachten Trochoide. 

286. Präzession des Frühlingspunktes. Die Weltachse führt 
in 26000 Jahren eine solche Kegeldrehuug aus^ so daß die 
Knotenlinie des Äquators, d. i. die Richtung gegen den Fiühlings- 
punkt, in dieser Zeit einen Umlauf vollendet. In diese Knoten- 
linie fällt das Drehmoment der Gravitationsbeschleunungen 
der Sonne und mit Annäherung auch das etwa doppelt so große 
Drehmoment der Gravitationsbeschleunungen des Mondes. 
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Diese Drehmomente sind NuU^ wenn diese Himmelskörper 
in den Äquinoktialpunkten stehen^ und am größten^ wenn die- 
selben in den Solstitialpunkten der Ekliptik stehen^ stets aber 
ungefähr gegen den Herbstpunkt gerichtet. Die Präzession ist 
deshalb nicht gleichmäßige was Ursache der ebenfalls als Nutation 
bezeichneten Kräuselung des Präzessionskegels ist^ aber stets 
von derselben ümlaufsrichtung. Da die Mondknoten rasch um- 
laufen, wäre sie im Mittel ebenso groß, wenn die Masse des 
Mondes M^ gleichmäßig auf einen in der Ekliptik liegenden 
Kreis vom Radius R^ der Mondbahn, und die Masse der Sonne M^ 
auf die Sonnenbahn vom Radius R^ verteilt wäre. Dann würde 
in irdischen Gegenden folgendes Gravitationsfeld vorhanden sein. 

%^\^[^ + ^)^-^^> worin i- = 700(Tage«) 

und a die Entfernung von der gegen den Pol der Ekliptik 
gerichteten Achse ist Das Drehmoment der Gravitation in 
bezug auf den Erdmittelpunkt ist also 



® = n|jiitxadgp = n6. 



Es ist dasselbe also dem Schwungmoment ^ der Erde 
in bezug auf die Achse der Ekliptik proportional. 

Bezeichnen wir die Richtung der Weltachse mit z, das 
Trägheitsmoment der Erde in bezug auf den Äquator mit 
0*, und auf die Weltachse mit 0«, so ist es in bezug auf 
einen Meridian ^0'. Die gegen den Pol der Ekliptik ge- 
richtete Achse schließt mit der Weltachse den Winkel a = 23® 28' 
ein. Dann ist nach 267. (f) 

C^ = sinacosa^*;^- 0J). 

Das Drehmoment habe die ;r- Richtung (gegen den Herbst- 
punkt). Dann ist 

D^^n sin oj cos a (|^ 0^ — ^) • 

Der Präzessionskegel hat den Offnungswinkel cc. Es ist 
also nach 283. (a) die Umlaufszeit der Weltachse auf demselben 
in Tagen 

4 71^ sm cc — = 



Dx n cos « <P^ - 2 <PJ 

J au mann, Bewegungslehre. 13 
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was mit der tatsächlichen Umlan&daaer recht gut überein- 
stimmt, wenn man die Trägheitsmomente der Erde unter der 
Annahme homogener Dichteyerteilung unter Berücksichtigung 
ihrer Abplattung berechnet. Es ist der Halbmesser r des 
Äquators 6378 km^ der ßadius z eines Poles 6356 km. Die 
planaren Trägheitsmomente sind den Quadraten der betreffen- 
den Halbachsen proportional Es ist also 



0^^ + 2 01 r« + »• 



0:-2 0l 

t 9 



r* — x^ 



r — X 



= 294. 
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Fig. 61. 
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Geographischer Umlauf des Nordpols. Maßstab 1 : 233. 



386. Die Polschwankungen. Außer der Präzession könnte 
die Erdachse noch den Umlauf der freien Rotations- 
achsen im Erdkörper zeigen. Da man tatsächlich einen Um- 
lauf der Eotationsachse im Erdkörper beobachtet hat^ also 
periodische Änderungen der geographischen Lage des Nord- 
poles der Erde, so ist es von Interesse, die freie Eotation der 
Erde zu berechnen. Das Verhältnis der Öffnung des Roll- 
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kegels zu jener des Präzessionskegels des freien Umlaufs ist 
nach 282. (a) 

= 294, 



^!--2<P! r'- ** r - « 



% 



worin 294 die Abplattungszahl der Erde ist. 

Es wird der sehr kleine Präzessionskegel in einem 
Tage von der Weltachse durchlaufen, während diese im Erd- 
körper in dem 294 mal größeren Bollkegel in 294 Tagen 
umlaufen muß. In Wirklichkeit dauert der geographische Um- 
lauf der Erdpole einige Tage länger, was durch eine ungleich- 
förmige Verteilung der Erddichte erklärt werden könnte, und 
ist sehr unregelmäßig, wahrscheinUch zufolge der Luft- und 
Meeresströmungen. 



13. Die Maschinen ohne innere Arbeit, 

387. Wir wollen nun die praktisch sehr wichtigen und 
darum früh untersuchten Maschinenbewegungen beschreiben, 
welche wir in § 4. bereits vorübergehend erwähnt haben. Es 
sind dies Bewegungen eines Systems von Körpern unter der 
Mitwirkung sehr schwer oder sehr leicht deformierbarer 
Yerbindungsmechanismen. Es handelt sich also wieder um 
einen Spezialfall elastischer Wirkungen, der aber besonders 
einfachen Charakter hat und ohne Zuhilfenahme der Elastizitäts- 
theorie recht gut beschrieben werden kann. 

288, Betrachten wir zunächst die Bewegung zweier Körper, 
deren Beschleunungen 6 immer solche Bichtung und Größe 
haben, daß die Distanz beider Körper konstante Größe be- 
wahrt. Derartige Zwangsbewegungen sind möglich, und zwar 
unter Zuhilfenahme starrer Verbindungen der beiden Körper. 
Wenn die Körper zufolge anderer äußerer Umstände die 
partiellen Beschleunungen g haben, so muß die starre Ver- 
bindung noch andere innere, elastische oder Zwangsbeschleu- 
nungen g' bestimmen, so daß die wahren Beschleunungen 6 

ü ^ 8 + 9' 

der beiden Körper eine solche Beziehung zueinander haben, 
daß die Distanz derselben konstant bleibt. 

13* 
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Die inneren Beschleunungen müssen deshalb manchmal 
sehr große Werte haben, dennoch läßt sich als eine Folge des 
Gegenbeschleunungsgesetzes und des Flächensatzes 
zeigen, daß sie zusammengenommen keine Arbeit der Körper 
bestimmen. Wir haben diesen Beweis für einen großen starren 
Körper bereits in 275. geführt In dem jetzt betrachteten 
einfachsten Falle einer starren Verbindung ist derselbe noch 
viel leichter. 

Aus dem Flächensatze^ welcher nach reichlicher Erfahrung 
für alle Maschinenbewegungen gilt, folgt, daß die Zwangs- 
beschleunungen q\ und g'^ zweier durch ein starres Medium 
verbundener Körper immer in die Richtung der Verbin- 
dungslinie beider Körper fallen. Sind r^ tg die AbsULnde 
der beiden Körper von einem festen Nullpunkt, m^ m^ ihre 
Massen, und x eine unbekannte Zahl, so lautet das öegen- 
beschleunungsgesetz und das eben erwähnte Gesetz 

Die Bedingung, daß die Distanz beider Körper ihre Größe 
bewahrt, wenn sie auch ihre Richtung ändert, lautet 

(tj — x^Y = konst. , 
woraus folgt 

(b) (tj - t^)'dt^ - (ti - t^j.rfta ^ 0. 

Aus dem Gegenbeschleunungsgesetz Gleichung (a) folgt nun 

(c) mj g'i -rfti + wig g'a-rfta « 0, 

dt^ und e/tg sind die vektorischen Werte zweier beliebiger, 
unter Einhaltung der Distanz möglicher Verschiebungen. 
Gleichung (c) besagt, daß die Summe der durch die Zwangs- 
beschleunungen ^\ und g'^ bestimmten Arbeiten beider Körper 
Null ist. 

289. Haben wir dies für zwei starr verbundene Körper 
nachgewiesen, so gilt es ebenso für jedes Paar der Zwangs- 
beschleunungen beliebig vieler starr verbundener Körper. Wenn 
mehrere große Körper so verbunden sind, daß sie sich defor- 
mieren müßten, was unmöglich sein soll, oder sich in ihren 
Bewegungen aneinander anpassen müssen, so bestimmen ihre 
kleinen Deformationen an den Berührungsstellen genau jene 
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BescMeunungsgrößen dieser Angriffsteile, welche noch fehlen, 
damit die Körper keine mit ihrer Starrheit unverträglichen 
Bergungen ausführen. 

Bei einem Kreisel, dessen Achsenspitzen in konischen 
Lagern von größerem Oflnungswinkel laufen , sind diese An- 
griffsteile wohl definierte Punkte des Kreisels, meist ist dies 
aber nicht der Fall, so z. B. bei Führungen, Gelenken, zylin- 
drischen Achsenlagern usw. 

Wie sich dann die Zwangsbeschleunungen über die An- 
griffsflächen verteilen, ist eine Frage der Elastizitätstheorie. 
Die Bewegung der starren Körper ist hinreichend durch die 
Zwangsbedingung charakterisiert und es ist immer möglich, die 
resultierenden Bestimmungsstücke der ZwangsbeschleunungCD, 
soweit sie Yon Bedeutung sind, anzugeben. Hierzu ist der 
Nachweis erforderlich, daß auch diese Zwangsbeschleunungen 
niemals Arbeit leisten, welchen wir sogleich vervollständigen 
werden. Einfache Beispiele hierzu finden sich schon in 277. 

390. Sehr leicht deformierbar nennen wir einen 
Mechanismus, dessen Deformation keine Beschleunungen der 
durch denselben verbundenen Körper und also auch keine 
Arbeit derselben bedingt. Deshalb lassen sich sehr schwer 
und sehr leicht deformierbare Mechanismen zu einer Maschine 
ohne elastische und Reibung&arbeit verbinden. 

Diese Mechanismen bedingen bei gewissen Deformationen 
sehr große, bei anderen Deformationen sehr kleine innere 
Beschleunungen der verbundenen Körper. Wenn z. B. zwei 
starre Stangen durch ein Gelenk verbunden sind, sind sie in 
bezug auf eine Drehung im Gelenk leicht, in bezug auf jede 
andere Veränderung schwer deformierbar. Ein Faden ist in 
jeder Beziehung leicht deformierbar, auch in bezug auf eine 
Näherung der beiden durch ihn verbundenen Körper, während 
er in bezug auf eine Verlängerung als schwer deformierbar 
anzusehen ist Andere Beispiele sind starre Eäder, die leicht 
in ihren Achsenlagem laufen, Verzahnungen, Ketten, Führungen, 
Schrauben usw. 

29 !• Diese Maschinenteile sind starre Körper, welche von 
Luft oder Flüssigkeiten allseitig umgeben sind, ohne sich wirk- 
lich zu berühren. Im ersteren Falle leisten die inneren Be- 
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schleunuDgen dieser starren Körper nach 275. keine merk- 
liche Arbeit 

Das gleiche gilt nnn freilich nicht genau, wenn diese 
Maschinenteile teilweise an zähe Flüssigkeiten (Schmieröl in 
den Lagern, Gelenken, Führungen] grenzen. Auch die an un- 
geschmierten Berührungsflächen vorhandene komprimierte Luft 
ist eine zähe Flüssigkeit. Nehmen wir aber an, diese Schmier- 
flüssigkeiten wären ideale inkompressible Flüssigkeiten. 
Solche sind (siehe Kapitel 17) dadurch charakterisiert, daß 
ihre inneren Beschleunungen sowie die inneren Beschleunungen 
eingetauchter starrer Körper keine Arbeit leisten. Wir 
können dies freilich erst in Kapitel 17 nachweisen. 

293, Hier wollen wir vorgreifend diesen Satz, der jeden- 
falls ein abgeleiteter ist, als Prinzip aussprechen: Die Summe 
der Arbeiten der inneren Beschleunungen g' ist für alle 
aus solchen Elementen zusammengesetzten Mechanismen immer 
Null. Wir beschränken uns femer von nun an meist auf die 
Betrachtung kleiner Körper von den Massen m. , welche durch 
sonst masselose Mechanismen verbunden sind. Es ist 

Bezeichne i^ die wahre Beschleunung des Körpers t und 
gj die durch äußere Umstände bestimmte partielle Beschleunung 
derselben, so ist 

J^i - fli + fl'i» 

und also 

(a) ^m,{i,^t,).dx,^0. 

i 

Diese Gleichung wird nach d'Alembert benannt. 

293. Die Fundierung der Maschinen wird durch einen 
Körper von sehr großer Masse, z. B. einen Betonblock oder 
ein Mauerwerk gebildet. Dieser zeigt nach dem Gegen- 
beschleunungsprinzip immer sehr kleine Beschleunung, erreicht 
nie merkliche Geschwindigkeit, und erfährt also keine merk- 
liche Verschiebung. Der Fortlauf seiner Beschleunung ist des- 
halb von zweiter Ordnung klein, seine Arbeit also trotz seiner 
großen Masse zu vernachlässigen. 
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894. Da keine Möglichkeit vorhanden ist^ daß die Be« 
wegung sehr kleiner Hassen^ die mit dem System ver- 
bunden sind, ungemein , rasch würde , so verschwindet auch 
deren Arbeit Man kann also nicht nur sehr große, sondern 
auch sehr kleine an der Zwangsbewegung beteiligte Massen 
außer acht lassen. 

395. Die Energiegleichung für Maschinenbewegungen. Da 
die Summe der Arbeiten der Zwangsheschleunungen Null ist, 
verwendet man die Arbeitsgleichung 222. (a) mit Vorteil für 
die Beschreibung der Bewegung von Körpern, die durch 
Maschinenelemente miteinander verbunden sind, doch muß man 
die Summe aller Arbeitsgleichungen für die an der Bewegung 
beteiligten Massen m^ bilden. Dies gibt 

* * 

diese Gleichung ist eine Identität und folgt direkt aus der 
Definition der Geschwindheit i>. ^ x^ Unter Zuziehung der 
d'Alembertschen Gleichung ergibt sich aber 

(a) ^rn,%,.dx^^^d[\m.\^,^, 

i i 

worin die g^ die äußeren Beschleunungen der Körper (ohne 
Rücksicht auf die Zwangsheschleunungen g') sind. Diese 
Energiegleichung gibt ein Bestimmungsstück der Bewegung 
der verbundenen Körper. Da man in derselben außerdem alle 
sehr großen oder sehr kleinen Massen m^ vernachlässigen kann, 
ist sie so viel einfacher als der in elastischer Binsicht so sehr 
komplizierte Prozeß, den sie teilweise beschreibt, daß sie für 
die Rechnung von höchstem Werte ist. 

296« Beispiel. Ein einzelner Körper sei gezwungen, sich 
auf vorgeschriebener Bahn (z. B. längs einer starren Linie) zu 
bewegen. Die Zwangsheschleunungen, welche von minimalen 
Verzerrungen der starren Linie oder des Mechanismus, welcher 
die Bahn bestimmt, herrühren, bedingen keine Arbeit des Körpers. 
Sie sind daher Null oder stehen auf der Bahn senkrecht 
Die Summe derselben und der zur Bahn senkrechten äußeren 
Beschleunungskomponenten gibt die Zentralheschleunung der 
Bewegung. Diese Zwangsheschleunungen braucht man aber 
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nicht zu kennen, um die Bewegung in der Bahn von bekannter 
vorgeschriebener Form zu berechnen. 
Hierzu genügt die Ärbeitsgleichung 

worin t der Ortsvektor dea Körpers und g die äußere Be- 
schleuQung bedeutet. Die Arbeitsgleichung bezieht sich hier 
nur ftuf einen Körper. Der gegenwirkende Körper ist die 
große Masse, auf welcher die starre Bahn fundiert sein muß. 
Diese Masse braucht nach 283. nicht berttckaicbtigt zu werden. 
Es fällt also auch die Masse des be- 
wegten Körpers aus der Arbeitsgleichung 
heraus. Deshalb konnten wir schon in 
der ersten Vorlesung Fallbewegungen 
auf vorgeschriebener Bahn hinreichend 
beschreiben, um die praktisch unent- 
behrliche Pendelbewegung zu verstehen. 
^97. ZweiUs Beispiel Bie Ätwood- 
scke FaÜmasckine, Zwei Körper von den 
Massen m^ und m^ sind durch einen nicht 
ausdehnbaren , sehr leicht biegsamen 
Faden verbunden, der über eine starre 
Solle von sehr kleiner Masse läuft, die 
sich leicht in ihren Lagern dreht, die 
auf einem Fundament von sehr großer 
Masse befestigt sind (Fig. 62). 

Die großen elastischen Beschleu- 
nungen der Körper, welche durch die 
Spannung des Fadens bestimmt sind, 
haben keine Arbeit. Zufolgedesaen haben 
wir in der Arbeitagleichung nur 
die Schwerebeschleuuung g^ zu berdck- 
sichtigen und erhalten 

Fig- 82. Das negative Zeichen auf der rechten 

Seite kommt daher, daß die Masse m^ 
den Weg — dh^ zurücklegen muß, wenn die Masse m, den 
Weg + rfAj macht 



>^ 
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Aus der zeitfreien DefinitionsgleichuDg 78. (a) 



folgt nun 



92 = ^ ,J ffo 



womit die konstante Beschleunung ff^ der Bewegung, welche 
nur einen Bruchteil der Schwerebeschleunung bildet, er- 
kannt ist 

398. Ruhebedingung. Mehrere Körper mit den Massen wi^ 
welche durch einen Mechanismus verbunden sind, sollen die 
äußeren Beschleunungen %. erfahren. Es gilt die Arbeits- 
gleichung 

% i 

Hierin bedeutet dt. den vektorischen Wert einer vom 
Mechanismus zugelassenen Verschiebung des Körpers i. 

Waren die Körper anfangs in Ruhe, so kann ihre Be- 
wegungsenergie nur größer werden, oder gleich Null bleiben. 
Die links stehende Summe ist also notwendig ^ 0. Ist also 
die rechts stehende Arbeitssumme größer als Null, so kann 
eine Bewegung eintreten. Ist aber 

(a) ^m^Qi^dt^^O. 

i 

SO bleibt die Ruhe der Körper erhalten. 

Es kann sein, daß diese Ruhebedingung nur für gewisse 
Verschiebungen erfüllt ist, während sie für andere gleichfalls 
mögliche Verschiebungen nicht erfüllt ist. Diese letzteren 
können dann wirklich eintreten. 

Die Ruhebedingung muß nur für alle unendlich kleinen 
Verschiebungen erfüllt sein. Ist dieselbe für endliche Ver- 
schiebungen erfüllt, SO nennt man den Ruhefall indifferent 

Haben die Körper außer den nicht zu berücksichtigenden 
Zwangsbeschleunungen nur noch die Schwerebeschleunung, so 
fallt diese aus der Ruhebedingung heraus und dieselbe ent- 
hält dann eine Beziehung der Massen und der simultanen 
Hebungen dh. 

^m.dh.^0 , 
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Ein System von Massen bleibt also an einem beliebigen 
Mechanismus im Gleichgewicht, wenn bei einer möglichen Ver- 
schiebung der Massenmittelpunkt nicht sinken kann. 

399« Fünfte Methode der Massenbestimmung. Die Beob- 
achtung der Bewegung von Massen, die 'durch eine Maschine 
ohne innere Arbeit verbunden sind, ergibt, wenn die äußeren 
Beschleunungen bekannt sind, nach der Arbeitsgleichung eine 
Beziehung zwischen den Massen. 

Beobachtet man z. B. die Beschleunung g^ der Atwood- 
schen Maschine^ so erhält man das Verhältnis der beiden 
Massen. 

300« Nuümethode. Die bequemste und feinste Methode 
der Massenbestimmung beruht auf der Abgleichung der zu 
messenden Masse m^ mit der aus einem Gewichtssatz zusammen- 
gestellten Masse m^ an einem Mechanismus ohne innere Arbeit, 
wenn die äußeren Beschleunungen ausschließlich die Schwere- 
beschleunungen sind. Die Buhebedingung lautet 

m^dh^ + wig fl? Aj ^ . 

Läßt jedoch der Mechanismus auch die umgekehrten 
Verschiebungen zu, so muß die Buhebedingung eine Gleichung 
sein und zwar 

m^ dhi 

Der Mechanismus muß ferner so gebaut sein^ daß die 
Massen seiner Teile fiir sich allein die Buhegleichung erflillen. 

Zu einer Wage wird der Mechanismus durch die Wag- 
schalen, das sind Körper^ deren Bewegung eine Parallel- 
verschiebung ist. Man kann dann die zu wägenden Massen 
mit beliebigen Punkten der Wagschalen verbinden, oder wenn 
dieselben horizontale Platten sind, sie auf beliebige Stellen 
dieser Platten legen. 

Wir konstatieren an dem komplizierten Mechanismus 
(Fig. 63) zunächst, daß alle Teile starr, alle Gelenke leicht 
beweglich sind, und daß die Lager auf einer großen Masse hin- 
länglich fest montiert sind. Daß seine Teile für sich die Euhe- 
bedingung erflillen und doch aus der Buhelage Verschiebungen 
nach zwei entgegengesetzten Bichtungen möglich sind. 
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Endlich, daß die Platten 1 und 2 niir ParallelTerschiebungeD 
ausfuhren können, also Wagschalen Bind. Wir messen diese 
Verschiebungen aus and finden, daß sich die große Platte um 
0,8 cm hebt, während die kleine Platte um 3 cm sinkt. 

Dieser Mechanismus kann also als Dezimalwage ver- 
wendet werden, doch ist noch zu wünschen, daß der Bohefall 
kein indifferenter ist, weil sonst die Ausschläge der Wage zu 
groß werden. Es wird deshalb noch eine kleine Masse /i 
(Fig. 63] so an der Wage angebracht, daß der Massenmittel- 
punkt ihrer Teile, der in der Ruhestellung die tiefste Lage 



Fig. e 



hat, bei dem Ausschlag der Wage nach jeder Richtung sich 
hebt und nicht in horizontaler Richtung sich bewegt oder ruht 
Hierdurch kann man die Empfindlichkeit der Wage beliebig 
yerkleinem. 

301. Die gleicharmige Wage ist symmetrisch gebaut, so 
daß nur gleiche Massen auf beiden Wagschalen die Rnhe- 
bedingung erfüllen. Man kann so die Masse eines Körpers 
bequem mit den Massen eines G-ewichtssatzes vergleichen. Die 
wichtigsten Formen sind die Robervalsche Tafelwage, bei 
welcher die Parallelverschiebung der Wagscbalen durch eine 
Parallelogrammfühning erzielt ist, und die Krämerwage, bei 
welcher die Wagschalen pendelartig hängen und deshalb 
immer horizontal bleiben. Letztere Wage hat sich von jeher 
am besten bewährt nnd das gleiche Prinzip liegt auch den 
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PräzisioQswagen (Fig. 64) zugnmde, welche zu den feinsten 
Meßinstrumenteii gehören, tmd MaBsenbestimmungen hie aof 
den Bruchteil 10-^ geatotteiL 

302. Einfach« Bewegung eines Systems von Masten, welche 
arbeitsloBe Zwangsbeschlennungen erfahren. Wir haben bisher 
nur die Summe der Arbeiten betrachtet Diese Summen- 



Fig. 64. Vakuumwage. 

gleichung gibt aber nur ein, allerdings sehr wichtiges, Be- 
stimmungsstück der Bewegung. Wir wollen nun zunächst die 
Bewegung eines Systems von Massen beschreiben, welche partielle 
Zwangsbeachleunuugen erfahren, welche in die Eichtnng 
der Verbindungslinien je zweier Körper fallen. Kehren 
wir zu der Anfangsgleichung 288. (a) zurück 
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Hierin sind r^ nnd r . die Ortsvektoren zweier Körper i 
und j des Systems, g'.. und g' . ihre Zwangsbeschleunungen. 
x.j ist eine unbekannte Zahl. 

Die äußere Beschleunung des Körpers i soll durch g^ 
seine wahre Beschleunung durch i^ bezeichnet werden. 
Dann ist 

X 

und 

(a) wij 6. ^m.^. + '^Xi^ (r. - x^) . 

Dies sind die Bewegungsgleichungen dieser Körper, in 
welchen aber noch die Zahlen xi^ bestimmt werden müssen. 
Fügen wir noch die Bedingung hinzu, daß die Arbeit der 
Zwangsbeschleunungen Null sein soll, oder was dasselbe ist, 
daß entweder die Distanz je zweier Körper konstant sein oder 
ihre gegenseitigen Beschleunungen Null sein sollen, so folgt 

Es folgt durch Differentiation 

(c) (»,_t,.)2 + (,^_r;.(6,-iB;iO. 

Die Geschwindheiten H der Körper müssen gegeben sein. 
Setzt man die Beschleunungen i aus den Bewegungsgleichungen (a) 
ein, so erhält man eine hinreichende Zahl Hnearer Gleichungen 
zur Bestimmung der x,*^. Eine beliebige Anzahl dieser Größen 
kann willkürlich gleich Null gesetzt werden, d. h. das ent- 
sprechende Paar der Beschleunungen ist Null oder die beiden 
Körper sind miteinander nicht direkt verbunden. 

808« Die Lagrangeschen Gleichungen. Nach demselben 
Schema verfahrt man, wenn statt der einfachen Bedingungen 
302. (b) irgendwelche allgemeine Bedingungen 

(a) f^(t,^)^0 

den Ortsvektoren r^ der n Körper des Systems auferlegt sind, 
welche auch die Zeit t enthalten können. Durch jede skalare 
Bedingungsgleichung verlieren die Ortsvektoren eine, durch 
jede vektorische Bedindungsgleichung drei, durch jede dyadische 
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Bedingungsgleichimg nenn Freiheiten ihrer 3 n Bestimmungs- 
stücke, und nicht jede Veränderung der x^ ist also möglich. 

Als virtuelle Verschiebungen dx^ bezeichnet man solche 
mögliche Verschiebungen, welche in hinreichend kurzer Zeit 
ausgeführt werden, daß sich während derselben die Bewegungs- 
bedingungen^ auch wenn sie die Zeit enthalten, nicht merk- 
lieh ändern. Damit solche Verschiebungen wirklich eintreten, 
wären ungemein große äußere Beschleunungen erforderlich. 
Die Zwangsbeschleunungen g/ würden hierbei keine Arbeit 
leisten, daraus kann man den Wert derselben berechnen. 

Durch Differentiation der Bedingungsgleichungen (a), wobei 
alle Ortsvektoren r,., aber nicht die Zeit als variabel an- 
genommen wird, müssen diese, damit sie durch arbeitslose 
Zwangsbeschleunungen erfüllt werden können, die Form an- 
nehmen 

Hiv • dXi = 0, 

^hf^^dXi^Q, 

Oa ; dXi =^0. 

Hierin sind die Vektoren o )i q als Funktion der Orts- 
vektoren r,. und der Zeit gegeben. 

Diese Gleichungen verwandeln wir durch innere Multipli- 
kation mit den beliebigen Zahlen n, Vektoren nt und kom- 
pletten Dyaden A in skalare Gleichungen von der Form der 
Arbeitsgleichung 

^n^i\iy^dXi = 0, 



(b) 



^üx'^iX^dXi^^x + ... = ^^a^Ax^dXi ^ 0. 



i 

Die willkürlichen Werte nvxA können nun immer so ge- 
wählt werden, daß die Zwangsbeschleunungen ^ der Körper i 
den Wert haben 

Diese Beschleunungen werden nach (b) zusammengenommen 
bei virtuellen Verschiebungen keine Arbeit leisten. Die 
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Lagrange sehen Bewegungsgleiehungen haben nun die 
Form 

(c) mi{ii - gl) = S'*" ^iy + ^^^^Pi^+ ^^ii^^i, 

worin g^ die gegebenen äußeren Beschleunungen sind. Zu- 
sammen mit den Bedingungsgleichungen reichen sie gerade 
hin, die Werte n m A und die gesuchten wahren Beschleu- 
nungen i zu bestimmen, womit das Problem gelöst ist 

304. Beispiel. Zwei Körper 1 und 2 erfüllen die Be- 
wegungsbedingungen 

Hierin sind die Zahlen a und b sowie der Vektor Xq ge- 
gebene Funktionen der Zeit Abgesehen von der Veränderlich- 
keit dieser Werte, welche für die Arbeit bei einer in unendlich 
kurzer Zeit ausgeführten Verschiebung nicht in Betracht kommt, 
bilden die drei Vektoren tj x^ und Xq ein starres rectanguläres 
System. Dasselbe ist fünf Bedingungen unterworfen, die Orts- 
vektoren tj tg haben also nur eine Bewegungsfreiheit, sie können 
sich um Xq drehen. 

Es folgt wie in 303. (b) 

af.rfti + to X f.fl^tg = 0; xto'rfr, = 0; x^x^-dx^ = 0, 

worin f ein unbekannter Vektor, x und x^ zwei unbekannte 
Zahlen sind. Die Lagrangeschen Gleichungen haben die Form 

gj und gg sind die gegebenen äußeren Beschleunungen der 
Körper. Um die Unbekannten x x^ und f zu bestimmen, wird 
man die Bedingungsgleichungen zweimal nach der Zeit diffe- 
renzieren, wobei die eventuelle Veränderlichkeit von a, b und Xq 
zur Geltung kommt und i^ und i^ aus den Lagrangeschen 
Gleichungen einsetzen, während die bei dieser Differentiation 
auftretenden Werte Uj und Ö3 der Geschwindheiten bekannt 
sein müssen. Hierdurch ergeben sich dann die Zwangs- 
beschleunungen als abhängig von den Geschwindheiten. Wir 
wollen einfachere Fälle, wo dies nicht der Fall ist, durch- 
rechnen. 
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305« Zweites Beispiel £s seien 

Äj ^ a*x und 8^ = i*x + cfi 

zwei von dem Ortsvektor x und der Zeit t abhängende skalare 
Verteilungen, welche durch ihre konstanten Gradienten a und li 
charakterisiert sind. Ein Körper sei genötigt in der Schnitt- 
linie der Niveauebenen Äj = Ä, = konst. zu bleiben. Es folgt 

O^x^a^dx = x^h^dx 

und die Lagrangesche Gleichung hat die Form 

wA^iwg + Xia + Xgb. 

Durch Diflferentiation der Bedingungsgleichungen nach der 
Zeit erhält man 

O^a-i und 0^h-i + 2c, 

also zur Bestimmung der unbekannten x^ und x^ die Gleichungen 

mg-a + afitt^ + x, a»b = 0, 

m^-h + Xj^a-h+ x^h^ =— 2mc. 

Ist g konstant, so sind x^ und x^ konstant und 
also auch i konstant und leicht berechenbar. 

306. Drittes Beispiel Vier Körper, deren 
Höhe Aj ist, sollen sich nur in vertikaler Richtung 
bewegen können und die Schwerebeschleunung g^ 
haben. 
1 Die Bedingungsgleichungen seien 

J|* i; A4 + A3 = C, 

2. A3 — 2 A4 + Aj = c . 

Dieselben können durch zwei hintereinander 
geschaltete Atwoodsche Fallmaschinen, deren 
Fadenlängen durch C bzw. c bestimmt sind, er- 
füllt werden. 

Die Bewegungsgleichungen lauten 

3. ?iij Aj = wij 5^0 + ^2 » 
n^ 4. WI3Ä3 ^m^g^ +X3, 

Kg. 65. ^- "'s ^8 = ^^8^0 + ^1' 

6. m^ A4 = m^g^ +x^ — 2x^. 

Die Masse m^ der beweglichen Solle sei NulL Es ist 
also die durch den Faden C bestimmte Beschleunungs- 
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große stets doppelt so groß als die durch den Faden c be- 
stimmte 

Xj = 2 «2 . 

Man diflFerenziert Gleichung (1) und (2) zweimal nach der 
Zeit, es folgt 

und^ indem man die Beschleunungen aus den 'Bewegungs- 
gleichungen einsetzt, erhält man die durch den Faden c be- 
stimmte Beschleunungsgröße 

. m* Wla Wo 

^2 = — 4flr •- , \ 

Der Körper »I3 ist unbeschleunt oder nach unten be- 
schleunt, je nachdem in 

das Gleichheits- oder Ungleichheitszeichen gilt, je nachdem also 

4 nix ^Wa 

Wo ^ !-_?-. 

Den auf den ersten Blick paradoxen Fall, daß der Körper »23 
nach unten beschleunt ist, obwohl auf der anderen Seite der 
Fallmaschine eine größere Masse angebracht ist 

(m^ + WI2) > WI3 , 

kann man, da die Ungleichung 

[m^ + ^2)2 > 4 m^ Wg 

für jeden Wert von m^ und m^ gilt, immer erreichen, wenn m^ 
zwischen den Grenzen eingeschlossen ist 

Die Geschwindheiten der drei Körper sind hierauf ohne 
Einfluß. 
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Zweiter Teil. 

Akustik. 

14. Reine Akustik. 

307. Die Gehörsempfindungen zeigen einen abnormalen 
Zustand der Luft in der Nähe des Ohres an. Nach der 
Mannigfaltigkeit der Geräusche, Hänge und Töne zu urteilen, 
sind es sehr voneinander verschiedene Zustände der Luft, 
welche durch das Ohr entdeckt werden, während das Auge 
und alle anderen Sinne nicht den geringsten Unterschied 
schallender gegen stille Luft zu erkennen vermögen. 

308. Als Ursache dieses Schallzustandes der Luft lernen 
wir von Jugend auf einen Vorgang auffinden oder erraten, 
welcher ah einem oft weit entfernten Orte, der Schallquelle, 
vor sich geht. Die Schallquelle versetzt also die ganze Luft 
in ihrer Umgebung in meilenweite Entfernung in den Schall- 
zustand, jedoch nicht gleichzeitig. Den Pfiflf einer weit 
entfernten Maschine hören wir später, als wir den Dampf- 
strahl sehen, welcher den Schall erzeugt hat; der Donner folgt 
auf den Blitz mit desto größerer Verspätung, je weiter die 
Gewitterwolke entfernt ist. 

Einen Knall hören alle Personen gleichzeitig, welche 
sich in einer Kugelfiäche befinden, in deren Mitte die Schall- 
quelle steht. An anderen Orten hört man den Schall nicht 
gleichzeitig, sondern an den von dieser Kugelfläche ein- 
geschlossenen früher, in den ausgeschlossenen desto später, je 
weiter sie von der Schallquelle entfernt sind. Der Radius der 
Kugelfläche, in welcher sich der Schallzustand momentan be- 
findet, wächst also, und zwar sehr rasch. Man nennt dies die 
Fortpflanzung des Schalles. 
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309» Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Knalles eines 
blinden Kanonenschusses wurde zuerst von Mersenne (1660) 
gemessen. Zwei Kanonen I und II werden in 50 km Distanz 
aufgestellt. In der Mitte der Verbindungslinie befindet sich 
noch ein Beobachtungsposten IIL 

Die Station I lost einen Schuß. In der Station II sieht 
man den Lichtblitz, hört den Knall 150 Sekunden später^ und 
löst im selben Augenblicke einen Schuß. Die Station I sieht 
dessen Licht 150 Sekunden nach Abgabe ihres eigenen Schusses 
und hört den Knall abermals 150 Sekunden später. Das Licht 
braucht also keine merkliche Zeit^ um in 50 km Entfernung 
merklich zu werden. Der Schall braucht hierzu 150 Sekunden, 
er legt also pro Sekunde 33000 cm zurück und zwar nach 
jeder Richtung. 

Der Beobachtungsposten III hört den Schuß I 75 Sekunden 
später, als er ihn sieht, ebenso den Schuß II, die Fortpflanzung 
des Schalles ist also eine gleichförmige und hängt nicht ab 
von dem Radius der Kugelfläche, in welcher sich der Schall- 
zustand momentan befindet. 

310. Wenn der Schall wirklich ein Zustand der Luft 
ist, dann muß er sich mit dieser transportieren lassen. Tat- 
sächlich hat der Wind einen großen Einfluß auf die Schall- 
fortpflanzung. Die Windgeschwindheit addiert sich vektorisch 
zu der Schallgeschwindigkeit. Ist die Komponente der Wind- 
geschwindheit, welche in die Verbindungslinie der beiden 
Stationen fällt, gleich r, so hat der Schall in der einen Rich- 
tung die Portpflanzungsgeschwindigkeit (c + r), in der entgegen- 
gesetzten die Fortpflanzungsgeschwindigkeit (c — r), worin c die 
normale Schallgeschwindigkeit ist. 

Die normale Fortpflanzung des Schalles in ruhender Luft 
beruht aber nicht auf einer Bewegung der im Schallzustande 
befindlichen Luftmassen mit der hohen Geschwindigkeit des 
Schalles. Eine derartige Emissionshypothese des Schalles 
kam niemals auf. Die Schallfortpflanzung beruht vielmehr in 
einer raschen Übertragung des Schallzustandes der ruhenden 
Luft an benachbarte ruhende Luft, d. h. der Schallzustand 
kann seinen Ort ändern, während die meisten anderen Eigen- 
schaftsverteilungen des Mediums unveränderlich sind. 
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311. Alle Schallarten, Geräusche und Klänge von großer 
und kleiner Stärke haben genau dieselbe Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit. Man kann dies am einfachsten konstatieren, 
wenn man ein Orchester in weiter Entfernung spielen hört. 
Hätten die verschiedenen Klänge, Paukentöne usw. verschiedene 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit, so würden sie in veränderter 
Ordnung bei dem Beobachter ankommen, was eine empflnd- 
liehe Störung des musikalischen Eindruckes verursachen würde. 

313. Eine ganz andere Fortpflanzungsart als der Schall 
ruhender Schallquellen hat der Knall scharfer Schüsse, be- 
sonders dann, wenn das Geschoß eine größere Geschwindheit als 

die SchaUgeschwindigkeit hat. 

^^ ^ Dann befindet sich der Knall in 

y"^ ^N! einer birnenförmigen Fläche ä 

y/ \ (Fig. 66). Dieselbe ist zum Teil 

X \ zwar mit Annäherung eine 

^Z_ H^E- Kugelfläche, in deren Mitte das 

\^^ ^ j Geschütz g steht Diese Schall- 

X^^ / fläche wird aber nie von dem 

Nv >/ Geschoß durchbrochen, sondern 

— - — in eine Spitze p ausgezogen. In 

pj gg der Nähe des Geschosses bildet 

also die Schallfläche eine Kegel- 
fläche, deren Achse die Ge- 
schoßbahn ist und deren Spitze stets mit der vorderen Spitze p 
des Geschosses zusammenfällt (E. Mach, 1888). Der Sinus des 
Offnungswinkels dieses Schallkegels ist deshalb gleich dem Ver- 
hältnis der normalen Schallgeschwindigkeit zu der Geschoß- 
geschwindheit. Auch diese kegelförmige Schallfläche pflanzt 
sich also in ihren Normalenrichtungen mit der gewöhn- 
lichen Schallgeschwindigkeit fort, obgleich ihre Spitze die 
Geschoßgeschwindheit hat. 

313« Der SchaUzustand ist ein in mehrfacher Beziehung 
abnormaler Zustand der Luft und es ist in neuerer Zeit ge- 
lungen, diese Veränderung auch dem Auge merklich zu machen, 
also die Schallflächen sichtbar zu machen (Töpler). 
Mach gelang es sogar, die Schallflächen zu photographieren. 
Fig. 67 stellt das nicht retuschierte, mechanisch reproduzierte 
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Fhotogramm einer kDgelfßrmigen SchaMäcLe des Knalles eines 
im Mittelpunkte der Schallkugel ansgelöBteo fUr das Ange 
verdeckten elektrischen Fankens. Fig. 68 stellt das erste 
Originalphotogramm eines mit 500 m/sec dahinfliegenden Oe- 
BchoBses samt dem dasselbe begleitenden Schallkegel dar. 

Um die Schallflächen sichtbar zu machen, ist eine ge- 
eignete Momentan belenchtnng (durch einen elektrischen 
Funken), Äbbleodnng alles direkten Lichtes und Abbildung 
der Schallfläche durch das von ihr abgelenkte Licht notwendig 
(Schlierenmethode). 



Fig. 67. Flg. «S. 

814. Die Absckmäckung des Schalles bei seiner Aus- 
breitung ist sehr bekannt In R5hren, in welchen der Schall 
keine Ausbreitung erfahren kann, pflanzt sich derselbe ohne 
starke Absohwäohung also auf weitere Entfernungen fort, 
worauf die als Haustelephone verwendeten Sprachrohre be- 
ruhen. 

315. Nicht Dor die Luft, sondern alle Medien sind im> 
Stande, den Schallzuatand anzunehmen und fortzapflanzen. 
Daß der Schall auch im Wasser vorkommt, kann man hören, 
wenn man in einem See untertaacht und das Öeräasch einer 
Pumpe oder eines Dampfhootes beobachtet. Es folgt dies 
übrigens auch aus dem allen Fischern bekannten scharfen 
Gehör der Fische. Daß sich der Schall auch darch Mauern 
und Holztüren fortpflanzt, empfinden wir als einen Nachteil 
unserer Behausungen. Die Fortpflanzung des Schalles im Fels- 
gestein wird in Bergwerken beobachtet und verwertet. Auch 
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wurde die Fortpflanzungsgeschwindigkeit eines Glockentones im 
Wasser des Genfer Sees nach der Mersenne sehen Methode 
gemessen. Dieselbe beträgt 143500 cm pro Sekunde, ist also 
mehr als viermal so groß als in Luft. Beim Bau des Mont 
Genistunnels wurde die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des 
Schalles im Gestein mit 310000 cm pro Sekunde bestimmt. 

316. Der Schall dringt, wie aus seiner verschiedenen 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit in verschiedenen Medien wahr- 
scheinlich wird, nicht ohne eine wesentliche Modifikation der 
Schallkugel aus einem Medium in das andere. Man nennt 
diese Erscheinung die Reflexion und Refraktion der Schall- 
fläche. 




Erstere ist unter dem Namen Echo allgemein bekannt. 
Befindet sich eine (kurz tonende) Schallquelle und ein Beob- 
achter an zwei beliebigen Stellen vor einer ebenen Felswand, 
so hört derselbe außer dem direkten Schall noch das Echo, 
das ist ein ganz gleicher, nur schwächerer Schall, welcher 
immer nach einer solchen Zeit beim Beobachter eintrifft, als 
käme er von einer imaginären Schallquelle s" ^ welche gleich- 
zeitig mit der reellen Schallquelle s ertönt, aber ebenso weit 
hinter der Felswand liegt, als diese vor derselben, und als 
wäre der Fels nicht vorhanden, sondern beide Schallquellen 
und der Beobachter in einem unbegrenzten Luftraum. 

Es schreitet also eine reflektierte Schallkugel in der Luft 
vor der Felswand fort, welche in bezog auf dieselbe genau 
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symmetrisch ist zu jenem Teile der direkten Schallkugel, 
welcher in den Felsen fallen würde und sich also nicht aus- 
bilden kann. Auch in dem Felsen schreitet eine, jedoch sehr 
schwache Schallkugel fort Alle drei Schallkugeln haben jenen 
sich rasch erweiternden Kreis gemeinsam, in welchem sich 
der Schall unmittelbar an der Felswand jeweilig befindet 

Ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit in dem zweiten 
Medium größer, so muß die Schallfläche in demselben stärker 
gekrümmt sein, weil sie cet par. tiefer in dasselbe eindringt. 
Mach hat die aus Ol in Grlas eindringenden Schallflächen 
sichtbar gemacht Die aus Luft in Wasser oder aus Wasser 
in Luft eindringende SchaUfläche läßt sich direkt beobachten. 
Der eindringende SchaU ist desto schwächer, je mehr sich 
beide Medien voneinander unterscheiden. Aus Luft in Mauern 
und umgekehrt, noch viel mehr aber aus verdünnter Luft in 
feste Wände und umgekehrt, dringt nur wenig Schall. Der- 
selbe wird dann fast ungeschwächt reflektiert Hängt man 
eine Klingel in eine geschlossene Büchse, so hört man ihren 
Schall schwächer. Hängt die Büchse außerdem inmitten eines 
mit verdünnter Luft gefüllten Bezipienten, so dringt fast gar 
kein Schall aus derselben. 

317« Mit Hilfe des Echos kann ein einzelner Beobachter 
die Schallgeschwindigkeit messen. Befindet sich derselbe n cm 
von der reflektierendeu Wand und hört er das Echo t sec, 
nachdem er den Schall erzeugt hat, so beträgt die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit c des Schalles in Luft 

c = -^-cm/sec. 

318. Die Fortpflanzungsgleichung. Die subjektive Ver- 
schiedenheit der Schallempfindungen beweist nicht, daß die 
Luft ebenso viele spezifisch verschiedene Schallzustände anzu- 
nehmen vermag. Vielleicht ist der Schallzustand nur eine 
einzige bestimmte Eigenschaft s der Luft und ist die Art der 
zeitlichen Veränderung dieser Eigenschaft in der Nähe 
des Ohres mitbestimmend für die Gehörsempfindung. Wie 
man auf diesen Gedanken kommt und seine Richtigkeit er- 
weist, soll sogleich auseinandergesetzt werden. Hier wollen 
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wir von dieser Annahme und der Tatsache ausgehen, daß der 
Schall bei seiner Ausbreitung seinen Charakter bewahrt. 

Ein Schallfeld^ d. i. die räumliche und zeitliche Verteilung 
des Schallzustandes s in der Umgebung der Schallquelle^ wird 
dann durch die Gleichung: 

s =z a f{r — et) 

dargestellt, worin c die Schallgeschwindigkeit und r der Abstand 
von der Schallquelle ist. Die Form der Funktion f soll den 
Charakter des Schalles^ d. i. die Gehörseindrücke eines Beob- 
achters in diesem Felde bestimmen. Die Zahl a bestimmt 
die Stärke des Schalles , sie muß mit r langsam abnehmen. 
Diese Gleichung stellt jedenfalls die Schallfortpflanzung dar. 
Man findet jeden Schallzustand nach der Zeit (^ — t^) um die 
Entfernung r^ — r^^ = c {t^ — ^) weiter vom Ursprung entfernt 
vor, oder anders ausgedrückt: vergrößert man t und gleich- 
zeitig r um einen cfach größeren Betrag, so bewahrt s 
seinen Wert. 

319. J)a8 Eefiexions" und Brechungsgesetz folgt nun aus 
der Tatsache, daß das Echo sowie der in das zweite Medium 
eindringende Schall denselben Charakter haben wie der ein- 
fallende Schall, so daß man sogar ganze Worte im Echo 
oder in dem durch eine Wand dringenden Schalle wieder- 
erkennen kann. 

Wir wenden unsere Aufmerksamkeit nur einem kleinen 
Teile der Grenzfläche zu, in deren Gebiet diese selbst so wie 
die Niveauflächen des Schallzustandes s als Ebenen anzu- 
sehen sind. 

Die Grenzfläche i = trenne die beiden Medien, in 
welchen die Schallgeschwindigkeit die Werte c^ und c^ hat. 

In der Grenzfläche muß jederzeit ein bestimmter 
Schallzustand vorhanden sein, also muß für 

^ = *i = *2 

sein. Diese Grenzbedingung zusammen mit der charakteristi- 
schen Bedingung, daß die Funktion f für beide Schallfelder die- 
selbe Form haben soll, kann kaum auf andere Weise erßlllt 
werden, als durch die Summierung eines zweiten Schallfeldes 
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in dem ersten Medium, was die Reflexion des Schalles erklärt 
Die Gleichung einer Niveaufläche des einfallenden Schalles sei 

a^x + y^z = konst. 

Die Richtungskosinus der Normalen der Niveauflächen des 
reflektierten und gebrochenen Schalles seien «i'/i' ^zw. a^y^» 

In dem Medium 1 hat also der Schallzustand s^^ die Ver- 
teilung 

In dem Medium 2 hat der Schallzustand den Wert 
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Setzen wir zunächst x = 0. Dann fordert die Grenz- 
bedingung, wenn sie für jeden Wert von t erfüllt sein soll, daß 

Da «3 oft sehr klein ist, so kann Oj' negativ werden, was 
bereits die Möglichkeit von Schallzuständen entgegengesetzten 
Vorzeichens erkennen läßt Femer fordert die Grenzbedingung, 
wenn sie auch für jeden Wert von x erfüllt sein soll, daß 

-?- = ^ = ^' *^«<> yi'=-n- . 

Die Richtungskosinus der Normalen der drei Schall- 
felder sind also den Fortpflanzungsgeschwindigkeiten verkehrt 
proportional, d. h. die einfallenden und reflektierten Niveau- 
flächen müssen zur Grenzfläche symmetrisch liegen, die Sinus 
des Einfalls- und Brechungswinkels müssen im Verhältnis der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten c^ und c^ stehen. 

Wir gehen nun zu den Experimenten über, welche direkt 
zeigen, daß verschiedene Arten der zeitlichen Veränderung des 
Schallzustandes spezifisch verschiedene Eindrücke des Gehör- 
sinnes bestimmen. 

330. Periodischer Schall. Verursacht eine Schallquelle 
(z. B. ein elektrisch betriebenes Schlagwerk) in gleichen kurzen 
Intervallen, z. B. von ^/^^ Sekunde, einen sehr kurztönenden 
Schall, so ist die ganze Luft in ihrer Umgebung von äqui- 
distanten, je 33 m voneinander abstehenden konzentrischen, 
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unausgesetzt der Schallquelle entspringenden und sich gleich- 
förmig ausdehnenden Schallkugeln erfüllt (Fig. 70). 

Ein Beobachter in diesem Felde hört jedesmal einen Schall, 
wenn eine solche Schallkugel an seinem Ohre vorbeizieht. 
Bewegt er sich rasch gegen die Schallquelle, oder von der- 
selben fort, so hört er die Schallschläge in rascherem Tempo 
bzw. langsamerem Tempo, als sie wirklich von der Schallquelle 
ausgehen. 

Bewegt sich die Quelle des periodischen Schalles, so be- 
wahrt doch jede Schallkugel bei ihrer Ausbreitung die Lage 
ihres Mittelpunktes, welcher an der Stelle liegen bleibt, an 





Fig. 70. 



Fig. 71. 



welcher die Schallquelle stand, als sie diesen Schallschlag aus- 
sendete. Die ganze Schar der Schallkugeln ist also nicht 
konzentrisch, sondern dieselben sind in der Bewegungsrichtung 
der Schallquelle zusammengedrängt (Fig. 71). Ein Beobachter, 
gegen welchen bzw. von welchem sich die Schallquelle bewegt, 
hört ihre Schläge in rascherem bzw. langsamerem Tempo, als sie 
wirklich von ihr ausgehen. Steht man neben dem Geleise und 
hört dem Vorbeifahren einer Maschine mit 20 m/sec Geschwind- 
heit zu, so scheinen die taktmäßigen Geräusche derselben in 
rascherem Tempo zu erfolgen, während sich die Maschine 
nähert, und in langsamerem Tempo, während sich die Maschine 
entfernt, so daß es den Eindruck macht, als wäre die Fahr- 
geschwindigkeit im Augenblicke des Vorbeifahrens im Verhältnis 
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(330 - 20) : (330 + 20) = 8 : !» kleiner geworden, was sehr merk- 
lieb ist. 

331. Koinzidenzfiäeken. Wenn zwei genau gleicbschlagende 
periodische Scballquellen in dem Felde vorhanden sind, so 
durchkreuzen sich ihre Schallkugeln. Die Schuittkreise der- 
selben laufen dabei auf zweiscbaligen Rotationshyperboloiden, 
deren Brennpunkte die Schallquellen sind, und welche Eoinzi- 
denzflächen heifien. In diesen Flächen hßrt ein Beobachter 
die Schläge beider Schlagwerke gleichzeitig, so daß er nur 
ein stärker schlagendes Werk zu hören glaubt. Die Scheitel 



dieser Hyperboloide Uegeu in gleichen Abständen (16,5 m) von- 
einander. In den zwiscbenliegenden Hyperboloiden alternieren 
die Schläge, ond weil man 20 Schallempändungen pro Sekunde 
nicht mehr zu trennen vermag, hört man dort nur gleich- 
mäßiges Geräusch. 

Bewegt sich eine der Schallquellen, so bewegen sich auch 
die Koinzidenzäächen und der Beobachter hört abwechselnd 
die Schläge koinzidieren und alternieren. 

In derselben Weise verhält sich das Schallfeld einer 
solchen Schallquelle, welche in der Nähe einer reflektierenden 
Wand steht. Die reflektierten Schallkugeln schneiden die 
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direkten und es bilden sich die hyperbolischen Koinzidenz- 
flächen aus. 

Bewegt sich das Schlagwerk vom Beobachter gegen die 
Wand^ so hört derselbe die direkten Schallschläge in lang- 
samerem ^ das Echo in rascherem Tempo ^ da sich die imagi- 
näre Schallquelle des Echos nähert^ so daß die Schläge bald 
koinzidieren^ bald alternieren, was dem Vorbeistreifen der 
aufeinander folgenden Koinzidenzflächen an dem Ohre ent- 
spricht. - 

Diese Koinzidenzexperimente wurden verwertet zur Be- 
stimmung der Schallgeschwindigkeit aus der bekannten Schlag- 
zahl des Schlagwerkes, umgekehrt könnte aber die Ausmessung 
der Koinzidenzflächen bei bekannter Schallgeschwindigkeit die 
Schlagzahl des Schlagwerkes zu ermessen gestatten. 

323. Koinzidenzschwehungen. Sehr brauchbar ist die 
Koinzidenzmethode, um kleine 'Unterschiede der Schlag- 
zahlen zweier Schlagwerke zu messen. Ihre Schläge werden 
nicht scheinbar, sondern tatsächlich abwechselnd koinzidieren 
und alternieren, und die Zahl dieser Schwebungen pro Sekunde 
ist einfach gleich der Differenz der beiden Schlagzahlen. 
Macht das eine Schlagwerk 10, das andere 10,05 Schläge pro 
Sekunde, so finden 0,05 Schwebungsperioden pro Sekunde statt, 
oder eine derselben dauert 20 Sekunden. 

323. Die Tonempfindungen. Unter allen Schallarten er- 
wecken die reinen Töne eine ganz spezifische Empfindung. 
Die tönenden Schallquellen, von welchen die meisten in der 
Musik Verwendung finden, haben auch großes physikalisches 
Interesse. Die Tonempfindungen unterscheiden sich in ihrer 
Qualität nur durch ein Merkmal, die Tonhöhe, und lassen 
sich in eine einzige kontinuierliche Reihe von den tiefsten bis 
zu den höchsten Tönen ordnen. Kein musikalisches Instrument 
gibt diese Tonreihe in ihrem ganzen Umfange* Die tiefsten 
und höchsten Töne wirken nicht angenehm und werden des- 
halb in der Tonkunst nicht verwendet Eine besondere ästhe- 
tische Wirkung hat der Zusammenklang oder die unmittelbare 
Aufeinanderfolge einer Anzahl diskreter Töne, welche, wenn 
man von einem beliebig gewählten Grundton ausgeht, sich 
gleichmäßig zerstreut in der kontinuierlichen Tonreihe finden 
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und die Tonleiter heißen. Die Tasteninstrumente geben eine 
solche Tonleiter. In dieser fallen die gleichmäßig verteilten 
Oktaven durch ihre Ähnlichkeit trotz sehr verschiedener Ton- 
höhe auf, wenn sie gleichzeitig oder in unmittelbarer Folge 
erklingen. Ebenso und durch den Wohllaut beim Zusammen« 
klang die Quinten und Terzen, die verminderten Terzen, die 
Quarten und Sexten. Leicht dissonierende Akkorde, z. B. der 
Septimakkord, sind noch musikalisch sehr verwendbar. Das 
musikalisch geübte Ohr ist imstande, sehr komplizierte Ton- 
beziehungen aufzufassen und angenehm zu empfinden. 

324. Bas Doppler^ sehe Phänomen, Entfernt man sich 
rasch von einer Tonquelle, so erscheint ihr Ton tiefer. 
Nähert man sich ihr ebenso rasch, so erscheint ihr Ton ebenso- 
viel höher. Das gleiche tritt ein, wenn der Beobachter ruht 
und die Schallquelle sich bewegt. 

Steht man neben einem Geleise, auf welchem eine Maschine 
mit der Oeschwindheit 20 m/sec pfeifend vorbeifährt, so 
scheint die Tonhöhe des Pfiffes, welche sie auch ist, genau um 
einen Halb ton zu fallen, was sehr merklich ist. Fährt man 
auf einer doppelgeleisigen Strecke an der pfeifenden Maschine 
eines begegnenden Schnellzuges vorbei, so scheint die Tonhöbe 
des Pfiffes im Augenblicke der Begegnung um nahezu einen 
ganzen Ton zu fallen. 

Pfeift eine Maschine vor dem Einfahren in einen Tunnel, 
so erscheint der von der Felswand reflektierte Schall um 
nahezu einen ganzen Ton höher, und zwar sowohl für einen 
mitfahrenden als einen ruhenden Beobachter. 

335. Interferenz der Tone. Der Tonschall pflanzt sich 
wie jeder andere Schall fort und wird ebenso wie dieser 
reflektiert und gebrochen. Stellt man eine Tonquelle, z. B. eine 
Pfeife, welche das reine a gibt, in 3 m Entfernung von einer 
reflektierenden Wand auf, so bildet das Schallfeld eine so- 
genannte stehende Schallwelle. Es lassen sich achtäqui« 
distante ßotationshyperboloide aufweisen, in welchen der Ton 
und sein Echo sich verstärken, während sie sich in den 
Zwischenräumen schwächen oder ganz aufheben (Schall- 
schatten). Ton zu Ton gefügt kann also Kühe geben. 

Besonders scharf entwickelt sind die hyperbolischen Schall- 
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schatten oder Äuslöschungen (Interferenzflächen) in deren 
Scheiteln, d. i., in der von der Tonquelle auf die reflektierende 
Wand gefällten Normalen. Man kann auch im freien Felde 
(ohne Echo) operieren, muß aber dann zwei gleiche kontinuier- 
liche Tonquellen, z. B. zwei gleichgestimmte Pfeifen, verwenden. 
Am besten hört man das Vorbeistreifen der Interferenzflächen 
an dem Ohre, wenn der Beobachter oder eine . der Schall- 
quellen sich bewegen. Es macht sich dasselbe durch ein 
periodisches Anschwellen und Abnehmen des Tones bemerklich, 
welches man Schwebung nennt. 

836, Die Schwebungen zweier etwas verstimmter Töne 
ruhender Schallquellen klingen ganz ähnlich. Sie sind desto 
rascher, je größer das Intervall der beiden Töne und je höher 
dieselben sind. Das Subkontra a gibt mit dem um einen 
halben Ton höheren b in 60 Sekunden 135 Schwebungen, also 
pro Sekunde 2,25 Schwebungen. In der nächsten Oktave geben 
dieselben zwei Töne 4,5 Schwebungen pro Sekunde, in der 
zweithöheren Oktave 9 Schwebungen pro Sekunde u. s. f. 

Das Subkontra a gibt gegen das um einen ganzen Ton 
höhere h pro Sekunde 3,4 Schwebungen, gegen das Kontra c 
pro Sekunde 5,5 Schwebungen. In der nächst höheren Oktave 
doppelt, in der zweithöheren Oktave viermal soviel Schwebungen. 

Das Normal a' würde mit dem um einen Halbton höheren b' 
36 Schwebungen pro Sekunde geben. Geben zwei Tonquellen 
von dieser Höhe pro Sekunde nur 3,6 Schwebungen, so sind sie 
um ^/jQ Halbton gegeneinander verstimmt, ein Intervall, welches 
das feinste Ohr nicht mehr direkt an der verschiedenen Ton- 
höhe erkennen kann. Man kann nach dieser Methode zwei Musik- 
instrumente, besonders Stimmgabeln und Stimmpfeifen, bis auf 
^/loo ^^^ genau stimmen, indem man trachtet ihre Schwebungen 
möglichst langsam zu machen. 

827. Periodische Natur des Tonschalles, Vergleicht man 
die Doppl ersehe Erscheinung, die Interferenz und Schwebung 
des Tonschalles mit den ganz entsprechenden weiter oben be- 
schriebenen Experimenten mit periodischem Schall, so kann 
man sich der Vermutung nicht verschließen, daß der Tonschall 
objektiv ein periodischer Schall ist, dessen Periodenzahl 
zu hoch ist, als daß man jede einzelne Periode hören könnte. 
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Die Tonempfindung ist freilich spezifisch von der Empfindung 
periodischer Schallschläge unterschieden. 

Um das Doppler sehe Phänomen durch die Periodizität 
des Tonschalles zu erklären muß man annehmen^ daß man 
einen desto höheren Ton hört^ je mehr Schallperioden an dem 
Ohre vorbeiziehen. Auch die Interferenzexperimente ergeben, 
daß die Auslöschungsflächen einander desto näher liegen, je 
höher der Ton ist. 

Daraus, daß das Intervall der Tonveränderung bei dem 
Doppl ersehen Versuch cet par. von der Tonhöhe unabhängig 
ist, folgt, daß das Verhältnis ihrer Periodenzahlen das 
Intervall zweier Töne bestimmt. Das gleiche folgt aus dem 
Gesetz der Schwebungszahl. 

Ein Tonfeld besteht also aus äquidistanten Schallkugeln 
gleichen Schallzustandes, welche von der Tonquelle ausgehen 
und sich mit der Schallgeschwindigkeit ausbreiten. Man nennt 
dieselben Wellen flächen des Schalles. Der Schallzustand s 
ist in einem Tonfelde eine periodische Funktion gp der Ent- 
fernung r von der Schallquelle und der Zeit t 
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worin c die Schallgeschwindigkeit und A eine konstante Länge, 
die Periodenlänge oder Wellenlänge ist. 

Die Funktion gp muß so beschaffen sein, daß sie denselben 
Wert annimmt, wenn [r — et) um ein ganzzahliges Vielfaches 
von X vergrößert wird. 

Man bezeichnet die Zeit 

X 
r = — 
c 

als die Periodendauer des Tones, ihren reziproken Wert 

c 

als die Periodenzahl des Tones. 

328. J)ie verzweigte Interferenzröhre, Zur bequemen 
Messung der Periodendauer der verschiedenen Töne kann man 
sich beispielsweise eines von Quincke herrührenden Apparates 
bedienen (Fig. 73). In einem Kasten bei a wirkt eine Tonquelle. 
Der Schall pflanzt sich durch die Röhre a b fort und teilt sich 
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an der YerzweigungsBtelle £. Die beiden in den Zweigen bcd 
bzw. bc' d fortachreitenden Tonwellen yereinigen sich bei d und 
werden von dem Obre Temommen, wenn die beiden Zweige 
gleiche Länge haben, oder wenn ihre Längendiäerenz ein Viel- 
faches einer Wellenlänge ist. Ist aber die Längendifferenz 
ein ungerades Vielfaches einer halben Wellenlänge, so heben 
sich beide Ton wellen bei 
ihrem Zusammentreffen in d 
auf und erreichen das Ohr 
nicht Ks ist leicht mit 
dieser Interferenzröhre, von 
welcher ein Zweig sich 
durch einen Auszug ver- 
längern läßt, die Wellen- 
länge der verschiedenen 
Töne auszumessen. 

339> Periodendauer der 
Töne. Das Normal a hat 
die Wellenlänge i = 76 cm 
und die Periodenzahl 
n =435 aec-^ 
Das tiefste a des Klaviers 
hat eine 1 6 mal größere 
■ Wellenlänge, l = 1240 cm, 
das höchste a des Klaviers 
Fig. 73. hat eine 8 mal kleinere 

Wellenlänge, X = 9,5 cm. 
Die Töne von harmonischem Intervall haben Periodendauem, 
welche in rationalen Verhältnissen stehen. 

Die Oktave jedes Tones hat die halbe Wellenlänge und 
doppelte Periodenzahl, z. B. haben die c-Töne, welche in der 
Musik verwendet werden, der Reihe nach vom tiefeten bis zum 
höchsten folgende Perioden: 

R = 33, 65, 131, 261, 524, 1048, 2100 sec-*, 
X = 1000, 508, 252, 126, 63, 31, 16 cm. 

Die Verhältniaae der Periodenzahlen der Töne der am 
häufigsten verwendeten Tonleitern wurden so gewählt, daß 
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die drei Hauptakkorde derselben nach dem gleichen Verhältnis 
der Periodenzahlen aufgebaut sind. 
Diese Verhältnisse sind: 



Tonart 1 I 

ii 


III 


IV 


V 


VI 


VII 


VIII 


IX 


Dur 
Moll 


' 1 
1 


1 


4 


1 
1 











330« Der negtUive Schallzustand. In einer Beziehung unter- 
scheiden sich die periodischen Erscheinungen des Tonschalles 
wesentlich von jenen gewöhnlichen periodischen Schalles (§ 320). 
Während die letzteren Schallfelder dort, wo sie alter- 
nieren, ein gleichmäß^es Geräusch bilden, löschen sich die 
Tonfelder an diesen periodisch verteilten Orten aus. Ton zu 
Ton gefügt kann Stille geben. 

Das gleiche beobachtet man bei Schwebungen. Sind die 
beiden etwas gegeneinander verstimmten Tonquellen von gleicher 
Stärke, so bildet die Schwebung ein periodisches Anschwellen 
und Abnehmen des Tones bis zur völligen Kühe. 

Dies ist eine auffallende Abweichung von dem im allge- 
meinen für den Zusammenklang verschiedener Töne geltenden 
Gesetz, daß man beide gleichzeitig hört. Physiologisch ist also 
das resultierende Schallfeld nur ungefähr und gar nicht bei 
nahezu reiner Abstimmung der beiden Töne gleich der Summe 
der Einzelfelder. Nichtsdestoweniger kann man das Super- 
positionsgesetz für die Verteilung des objektiven resultieren- 
den Schallzustandes aufrecht erhalten. Damit aber ein Tonfeld 
zu einem Tonfeld addiert den Schallzustand Null gibt, ist not- 
wendig anzunehmen, daß dort der Schallzustand in beiden 
Feldern entgegengesetztes Vorzeichen habe. In den ab- 
wechselnd dazwischen liegenden Orten des resultierenden Feldes, 
wo die beiden Töne sich verstärken, muß der Schallzustand 
in beiden Feldern gleiches Vorzeichen haben. Jede Tonwellen- 
länge besteht also aus zwei Abschnitten, in welchen der Schall- 
zustand ganz gleich verteilt ist, aber entgegengesetztes Vor- 
zeichen hat. 

331. Die Klangfarbe. Die von verschiedenen Instrumenten 
entwickelten Klänge unterscheiden sich bei gleicher Stärke und 



J a a m a n n , Bewegungslehre. 



15 



226 Akustik. 

Tonhöhe noch deutlich durch die Klangfarbe. Nichtsdesto- 
weniger ist der Satz richtig, daß sich gleichhohe Töne nur durch 
ihre Stärke unterscheiden können. Die Klänge, welche die 
Musikinstrumente liefern, sind aber keine einfachen Töne, 
sondern, wie jeder Musiker ohne weiteres heraushört, Akkorde. 
Sie enthalten außer dem an Stärke vorwiegenden Grundton 
noch die harmonischen Obertöne, d. i. jene Töne, deren 
Periodenzahlen ganzzahlige Vielfache der Periodenzahl des 
Grundtones sind. Es sind dies der Grundton und die Quinte der 
ersten Oktave, der Grundton, die Terz, Quinte, eine dissonierende 
Septim der zweiten Oktave, Grundton, Sekund, Terz usw. der 
dritten Oktave und viele dissonierende noch höhere Töne mit 
stets abnehmender Stärke. 

Das objektive Vorhandensein der Obertöne im Klangfelde 
wird auch dem ungeübten Ohre deutlich in den räumlich bzw. 
zeitlich verteilten Auslöschungen des Grundtones, welche 
in stehenden Klangwellen bzw. bei Schwebungen eintreten. 
Man hört in diesen Auslöschungen des Grundtones besonders 
jene Obertöne, welche nur der einen der beiden Schallquellen 
eigentümlich sind. 

333. Klänge mit aufgezwungener Hauptperiode. Ein Elang 
' unterscheidet sich also von einem beliebigen mit kurzer Periode 
wiederholten Schall möglicherweise nur durch seinen Gehalt an 
Obertönen. Danach muß jedes regelmäßig wiederholte Ge- 
räusch: Klopfen, Scharren, Blasen usw., wenn die Periodenzahl 
eine entsprechend große ist, einen Klang geben, dessen Grund- 
ton die gleiche Periodenzahl hat. Diese künstlichen 
Klänge werden von den Sirenen geliefert, das sind neu- 
artige, auf Grund der Wellentheorie des Schalles erfundene 
Toninstrumente, zu welchen auch der Phonograph ge- 
hört Sobald die Periodenzahl der Schallstöße einer Sirene 
16 übersteigt, verursacht ihr Geräusch eine Klangempfindung 
mit entsprechender Höhe des Grundtones. Es ist bemerkens- 
wert wieviel intensiver diese Klangempfindung ist, als die 
Summe der Einzelgeräusche, welche die Sirene verursacht. 
Auch wenn jeder Schallstoß derselben unhörbar schwach ist, 
kann sie einen stark hörbaren Ton aussenden, wenn die Perioden- 
zahl der Schallstöße zwischen 200 und 600 sec-^ liegt, für welche 
Töne das Ohr am empfiindlichsten ist Auch alle Musik- 
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Instrumente sind solche Tonquellen, deren einzelne Sohall- 
impulse unhörbar schwach sind. 

Es reichen schon zwei Schallimpulse, die rasch auf- 
einander folgen, aus, um neben dem Geräusch derselben eine 
Tonempfindung zu wecken, deren Periodendauer der Zeit« 
differenz dieser zwei Schallimpulse entspricht. Man erkennt 
dies, wenn man mit zwei Fingern möglichst gleichzeitig auf 
eine Wand klopfL Dies klingt ganz anders, als wenn man 
nur mit einem Finger klopft, und zwar mengt sich im ersteren 
Falle ein hoher reiner Ton mit ein, der besonders dadurch 
aiuffällt) daß seine Tonhöhe bei wiederholtem Klopfen stets 
wechselt (W. Eohlrausch). 

333. Die Kombinationstöne. Da jeder beliebige periodisch 
wiederholte Schallstoß bei hinreichend großer Periodenzahl 
eine besondere Tonempfindung weckt, so folgt, daß die 
Schwebungen zweier dissonierenden Töne, deren Perioden- 
zahlen um mehr als 16 sec^ verschieden sind, als Ton gehört 
werden müssen, dessen Periodenzahl gleich der Differenz 
der Periodenzahlen der kombinierten Töne ist. Dieser Eom- 
binationston wurde von dem Musiker Sorge entdeckt (1750). 
Andere Kombinationstöne wurden von König nachgewiesen. 
Ein hoher Kömbinationston, dessen Periodenzahl gleich der 
Summe der Periodenzahlen der beiden kombinierten Töne ist, 
wurde von Helmholtz entdeckt. Dieser erklärt sich aber 
in anderer Weise, nämlich durch die unvollkommene Gültig- 
keit des Superpositionsgesetzes bei der Interferenz starker 
Tonfelder. 

334. Las Feld reiner Töne. Aus der Tatsache, daß das 
Ohr einen Klang stets als Akkord reiner Töne empfindet und 
Klange von verschiedener Entstehungsart, aber gleichem Grund- 
ton sich nur durch ihren Gehalt an Obertönen unterscheiden, 
folgt, daß in einem reinen Tonfelde der Schallzustand s in 
einer ganz speziellen Weise verteilt sein muß. Er kann nicht 
eine beliebige periodische Funktion des Ortes und der Zeit 
sein, denn dies gilt auch für einen beliebigen Klang, sondern 
in einem Tonfeld muß der Schallzustand eine ganz bestimmte, 
wahrscheinlich einfache, periodische Verteilung haben. Nun 
kommt keine andere periodische Verteilung bei physikalischen 

15* 



228 Akustik. 

Vorgängen so häufig vor als die sinusartige. Ein reines 
Tonfeld dürfte also durch 

s = asin -i- [r — et) 

beschrieben werden, worin a in größerer Entfernung von der 
ToAquelle eine nahezu konstante Zahl ist 

Ein Klangfeld läßt sich jedenfalls durch die Fouriersche 

Reihe 

5 = 2 («1 sin n.p + b. cos n.p) 

m 

l 

einfach darstellen, worin 

p = —{r--ct) 

und somit als eine Summe von Tonfeldem auffassen, in welchen 
der Schallzustand s sinusförmig verteilt ist und deren Perioden- 
zahlen meist im Verhältnis der ganzen Zahlen n, stehen. 

Die Amplituden a^ oder b^ messen die bei verschiedenen 
Instrumenten und bei verschiedenem Spiel derselben ver- 
schiedenen Stärkenverhältnisse der Obertöne. Meist reichen 
wenige Glieder der Reihe hin, den Klang darzustellen. Die 
Klänge von Stimmgabeln, überhaupt massiven Tonquellen 
(Stäben, Platten, Glocken) haben aber disharmonische 
Obertöne. 

335« Der Schallvektor, An jedem Orte eines Tonfeldes 
ändert sich der Schallzustand periodisch und diese Veränderung 
pflanzt sich in der Richtung des Gefälles des Schallzustandes 
mit einer für das Medium charakteristischen Geschwindigkeit 
fort. Man versteht aber diesen Vorgang viel tiefer, d. h. man 
konnte ihn als eine Folge noch einfacherer Gesetze von viel 
weiterem Geltungskreis darstellen. 

Niemals ändert sich ein Zustand s eines Mediums allein, 
sondern jeder physikalische Vorgang besteht in gleichzeitigen 
Änderungen mindestens zweier verschiedener Eigenschaften, 
die durch zwei Diflferentialgesetze miteinander verbunden sind. 

Die Fortpflanzungsgleichung ist, wie dies weiter unten 
ausgeführt werden soll, ein Integral der Differentialgleichung 



Reioe Akustik. 229 

Diese läßt sich tatsächlich in zwei lineare Differential- 
gleichungen unter Einführung eines Hilfsvektors ti zerlegen: 

worin x^ x^ = c^. Wir nennen diese hypothetischen Gleichungen 
die akustischen Grundgleichungen. 

Hat das Gefalle V «^ des skalaren Schallzustandes kon- 
stante Richtung, und hat der Schallvektor tl einmal den Wert 
Null, so hat er also immer diese (longitudinale) auf den 
Niveauflächen des Feldes senkrechte der Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit parallele Richtung. 

Ob nun diese Zerlegung der Differentialgleichung der 
Fortpflanzung in die zwei Grund gleichungen (a) ganz richtig ist 
oder nicht, auf jeden Fall begibt man sich eines heuristischen 
Vorteiles, wenn man für immer darauf verzichten wollte, die- 
selben durch freies Erraten auf Grund rein akustischer 
Beobachtungen zu verbessern. 

Von aktuellem Interesse wird die Frage dieser Zerlegung 
der Differentialgleichung der Schallfortpflanzung in zwei all- 
gemeiner gültige Gleichungen immer dann werden, wenn aku- 
stische Phänomene aufgefunden werden, die durch die hier 
angeführte einfachste Zerlegung nicht richtig dargestellt werden. 
Laplace hat auf diesem Wege gezeigt, daß eine vorgefaßte 
Meinung über den Wert der Konstanten x^y welche von Newton 
eingeführt worden war, unzutreffend ist, und damit einen 
wesentlich neuen Einblick in das Verhalten der Gase ge- 
wonnen. (Vergl. Kapitel 18.) 

Sonst ist noch keine Differenz dieser Grundgleichungen 
gegen die akustischen Beobachtungen nachgewiesen worden. 
Auch die komplizierteren Schallphänomene werden durch diese 
Gleichungen hinreichend dargestellt. Freilich sind unsere Beob- 
achtungsmethoden noch sehr unentwickelt. Aus diesen Gründen 
hat die Akustik gegenwärtig noch keinen so hohen heuristischen 
Wert für die Bewegungslehre wie die Optik ihn für die Elek- 
trizitätslehre hat. 

336. So wie Fresnel die Grenzbedingungen der optischen 
Vektoren erraten konnte, ohne eine Ahnung von der wahren 
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Natur dieser Vektoren zu haben, so ist es uns leicht die Be- 
dingungen zu erkennen, welche der Schallvektor ti an der 
Grenzfläche zweier Medien erfüllt. 

Betrachten wir als einfachstes Beispiel die in einer Röhre 
in der Richtung — x fortschreitende Schallwelle 

s =s a sm -r— (:r + c f) , 

v^=i b sin -r- {x + et). 

Die Richtung des Schallvektors muß die longitudinale sein 
(« =0, r^ sa 0). Die Amplitude b desselben bestimmt sich durch 



a V xj 



Ist die Röhre an der Stelle x = durch eine feste Wand 
geschlossen, so wird die Welle total reflektiert und diese 
reflektierte Welle wird dargestellt durch 

5' = a sin -^ {x -^ et + 21^), 

r'^ = — Ä sin -r- (ar — c f + 2 Aq) , 

worin X^ eine unbekannte Konstante, die Phasenverschiebung, 
ist. Die Summe beider Wellen ist die stehende Welle 

s + s = 2a8m-^{x+ AJ cos -^ (c f — A^) , 
v^+v^ = 2Äcos-^(ar+ Ao)sin -^(cf- Ao)^ 



Die Knoten derselben, d. i. die Stellen stärksten Schalles 

X 



liegen dort, wo sin-^(a: + A^) den größten Wert hat, also wo 



X + Aq — — _- 0, — , A, 



• • • 



4 ' 2 ' ' 2 

Die Beobachtung ergibt, daß ein Knoten unmittelbar 
am geschlossenen Ende der Röhre liegt, daß also 

^ = "4" 

ist. Hieraus folgt, daß der Schallvektor ti unmittelbar an der 

reflektierenden Wand Null sein muß, was ein spezieller Fall 

der aufzusuchenden Grenzbedingungen für diesen Vektor ist 

Wir wollen schließen mit der Beschreibung eines kom- 
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plizierteren und interessanten Integrals dieser akustischen 
Differentialgleichungen, ohne jedoch auf die von Helmholtz 
durchgeführte Rechnung einzugehen. 

337. Vektorische Schallquellen. Es wäre naheliegend an- 
zunehmen, daß in einer Schallquelle der Abschwächung des 
Schalles mit der Entfernung wegen besonders ausgiebige zeit- 
liche Veränderungen des skalaren Schailzustandes vorkommen 
müssen, und es hat sich dies auch für manche Schallquellen 
(skalare Schallquellen) bestätigt. In den wichtigsten Fällen 
sind aber gerade in der Schallquelle nur Änderungen des 
Schallvektors zu konstatieren. 

Zu diesen vektorischen Schallquellen gehören die Pfeifen 
oder Resonatoren. Es sind dies Röhren, in welchen auf 
eine der sogleich mitzuteilenden Weisen eine stehende Schall- 
welle erzeugt und unterhalten wird. Man kann durch seitlich 
angebrachte Hörrohre die Lage der äquidistanten schallenden 
Stellen (Knoten) und Schallschatten oder Auslöschungen (Bäuche) 
konstatieren. Ist die Röhre an einem Ende geschlossen, so 
ist dort immer ein Knoten vorhanden. An der Mündung 
der Röhre oder, wenn diese nicht weit ist, ein wenig vor 
(außerhalb) der Mündung liegt ein Bauch oder Schallschatten. 
Dennoch breitet sich von dieser Stelle aus die Schallwelle in 
den ganzen Außenraum aus. Die Schallwellenflächen sind in 
diesem kugelförmig, und in der Nähe der Pfeifenmündung ist 
die Schallwelle noch eine stehende, so daß man kugelförmige 
abwechselnde Schallflächen imd Auslöschungsflächen konstatieren 
oder wenigstens Schwebungen hören kann, wenn man sich rasch 
in radialer Richtung bewegt. In größerer Entfernung von der 
Pfeifenmündung sind aber die Schallwellen fortschreitende. In 
dem dazwischen liegenden Gebiete findet der Übergang von 
der stehenden zur fortschreitenden Welle in der Weise 
statt, daß die Schallflächen ungleichförmig fortschreiten, 
indem sie in äquidistanten Stellungen verweilen oder sich nur 
langsam ausbreiten, aber zweimal in jeder Periode rasch um 
eine halbe Wellenlänge vorschreiten. 

Eine Pfeife, welche an einem Ende geschlossen ist, kann 
nach der oben angegebenen Lage der Knoten nur Töne aus- 
senden, deren Wellenlängen sich zur Pfeifenlänge wie 4 zu 
einer ungeraden Zahl verhalten, deren Periodenzahlen sich 
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also wie die ungeraden Zahlen verhalten. Eine beiderseits 
offene Pfeife kann aber alle harmonischen Obertöne aussenden. 
Stellt man eine Röhre in ein schwaches, aber andauerndes 
Tonfeld, so gerät sie sehr bald selbst ins Mittönen, wenn der 
Ton einer ihrer Eigentöne ist. Es macht sich eine merkliche 
Veränderung des ganzen Schallfeldes in ihrer Nähe bemerkbar. 
Ist die Schallquelle weit entfernt, so sind ihre Schallilächen 
parallele Ebenen, die in ihrer Normalrichtung gleichmäßig fort- 
schreiten. Stellt man nun eine abgestimmte beiderseits offene 
Röhre in diese Normalrichtung ein, so verlaufen die Schall- 
flächen bald zum großen Teile durch die Röhre, während neben 
ihr der Schall viel schwächer wird. Die Schallflächen ziehen 
sich kugelförmig gegen das vordere Ende der Resonatorröhre 

zusammen, wobei ihre Fortschreitung immer 
ungleichmäßiger wird, dringen dann in ruck- 
weisen, nach jeder halben Periodendauer statt- 
findenden Verschiebungen von Knoten zu 
Knoten durch das Röhreninnere, um sich von 
der rückwärtigen Öffnung aus in derselben 
Weise auszubreiten und wieder gleichmäßige 
Fortpflanzung anzunehmen. 

Von der Verstärkung abgestimmter 
Töne in der Nähe der Resonatoröffnungen 
macht man zur Beobachtung schwacher Töne 
und der Obertöne eines Klanges Gebrauch. 

888. Die Galtorvpfeife, Obere Hör- 
grenze. Die höchsten Töne, die man kennt, 
werden durch eine kleine Pfeife hervor- 
gerufen, die in einem kurzen Röhrchen be- 
steht, das an einem Ende geschlossen ist, 
an dem anderen Ende einen scharfen Rand 
hat, gegen welchen ein Luftstrom gerichtet wird. Man bestimmt 
die Wellenlänge dieser Töne mit Hilfe von kleinen Resonanz- 
röhrchen und Kundtschen Staubfiguren (346). Die Perioden- 
zahl der Töne dieser Pfeife (Fig. 74) ist für die Länge von 
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Die Hörgrenze liegt bei verschiedenen Personen verschieden 
hoch, meist zwischen 25000 bis 50000 sec-^. Es ist kein 
Zweifel, daß es Vorgänge gibt, die ihren objektiven Eigen- 
schaften nach den Namen Schallwellen verdienen, aber noch 
kürzere Wellenlänge haben und keine Gehörsempfindungen 
erwecken. 

339. Scharfe SchaUschatten. Die zischenden Schall- 
quellen senden ebenfalls besonders hohe Töne aus (z. B. zischende 
Flammen, Wasserfälle, Wehren). Ein in ein solches Schall- 
feld gebrachter Schirm wirft einen scharf begrenzten Schall- 
schatten, welcher dieselbe Form hat wie der optische Schatten 
den derselbe Schirm werfen würde, wenn die Schallquelle Licht 
aussenden würde. Es ist dies eine wesentlich von der kleinen 
Wellenlänge dieses Schalles abhängende Ausbreitungsform. 
Tiefere Töne kann man sehr gut um die Ecke hören (Beugung 
des Schalles). 



15. Vibroskopie. 

340. Viele Tonquellen, z. B. Saiten, Glocken, Stimmgabeln 
befinden sich wß.hrend des Tönens in sehr raschen Schwin- 
gungen, die man oft deutlich sehen und fühlen kann. Deshalb 
vermutet man schon von alters her, daß der Schall eine 
periodische Bewegungsform der Luft ist (mechanistische 
Theorie des Schalles). 

Tatsächlich bestehen deutliche Beziehungen zwischen Schall 
und Bewegungsvorgängen. 

Mit dem Eintreffen des Knalles einer heftigen Explosion 
werden Fensterscheiben nach innen gebogei? und auch ge- 
sprengt Alle Aneroidbüchsen werden in diesem Augenblicke 
stark komprimiert und die Quecksilbersäule der Barometer 
heftig emporgetrieben. Bei der stärksten Explosion, von welcher 
Nachrichten vorliegen, bei welcher ein großer Teil des Vulkans 
. Krakatau abgerissen wurde und ins Meer fiel, war der Elnall 
tausend Kilometer weit hörbar. Die sämtlichen Barometer 
zeigten das Eintreffen dieses Elnalles an. Derselbe pfianzte 
sich mehrmals um die ganze Erde fort, wobei sich zeigte, daß 
die Fortpflanzung von Ost nach West langsamer als von West 
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nach Ost war, was uicht durch die in höheren LnftBchichten 
nur um ein geringes größere absolute G«schwindheit der Luft, 
sondern wohl durch die Passatwinde bewirkt wurde. 

EmpEndlicbe Äneroide zeigen einen Knall an, der ganz 

nnhörbar schwach ist. Eine Büchse, welche durch eine zarte 

Kautschukmembran geschlossen ist, 

deren Durchbiegung ein Fuhlhebel 

sichtbar macht (Fig. 75), ist hlerfUr 

sehr verwendbar. Das Mittelohr bildet 

selbst einen solchen Tambour. Das 

Pig. 75. Trommelfell biegt sich im Augenblick 

des E^treffens eines Knalles nach 

innen und die Gehörknöchelchen Qbertrageu diese Bewegung 

auf die Membran der Schnecke, in welcher die Gehörsnerven 



341. Die Äneroide zeigen die Kompression der Luft 
an. Schließt man eine Röhre einerseits durch eine Membran 
andererseits durch einen Kolben und verkleinert das ein- 
geschlosBene Luftvolum durch Einschieben des Kolbens, so 



Rg. 76 (nach Melde). 

wölbt sich die Membran vor. Der skalare Schallzuatand be- 
steht also in der Kompression bzw. Dilatation des Mediums. 
Stellt man einer Tonwelle einen Schalltrichter entgegen, 
welcher durch eine Membran abgeschlossen ist, so gerät diese 
in regelmäßige Schwingungen, welche die periodisohen Ver- 
änderungen der Lnft in dem Schalltrichter anzeigen. Man 
kann die Schwingungen der Membran durch einen Fühlhebel 
übertragen und das Ende desselben auf einer berußten, gleich- 
mäßig gedrehten Trommel schreiben lassen, und erhält dann 
eine sehr regelmäßig periodische Linie (Fig. 76) aufgezeichnet, 
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aus welcher sich die Schwingangsdauer des Tones leicht 
erkennen läßt (Fhonantograph von König). 

343. Man kann diesen Vorgang umkehren, was aaf die 
direkteste Weise der Edisonsche Phonograph (Fig. 77) leistet. 
Versetzt man den Fühlhebel und damit die Membran auf 
ii^end eine mechanische Weise in Schwingnngen, so wird die 
Luft in dem Trichter periodisch komprimiert und dilatiert 
und derselbe bildet eine Tonquelle. 

Es kann dies geschehen durch eine schwingende Stahl* 
feder oder Stimmgabel, deren Zinken auf die Membran drücken, 
oder durch eine schwingende Saite, deren Steg man auf die 



Hg. 77. 

Membran stellt. Alle diese vibrierenden Körper sind fUr sich 
nicht imstande eine laute Tonwelle auszusenden, sondern 
müssen auf größere elastische Flächen wirken (Resonanzkästen}, 
welche Lufträume umschließen. Die Glocken umschließen 
selbst einen Kesonanzraum und tönen deshalb so klüftig. 

343. Der SckaüveUor. Die abwechselnden Kompressionen 
und Dilatationen der Teile des Mediums in einer Schallwelle 
setzen longitudinale schwingende Bewegungen der Luftteile 
voraus. Der Schallvektor ist also die G-eschwindheit der 
Teile des Mediums, der Schall eine sehr charakteristische 
Bewegungsform, welcher alle Gase, Flüssigkeiten und festen 
Körper l&hig sind. 

Die Gebläsesirenen [Fig. 78], welche einen intermittieren- 
den Lnftfitrom aussenden, sind nun als vektorische Schall- 
quellen (337.) verständlich. i ■, ,■■ :t ;: 
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344. Vibroskopie. Bas einfachste Mittel, um die für die 
Elastizitätstheorie sehr wichtigen Schwingungsformen tönen- 
der Körper zu untersuchen, ist die Phonautographenwalze, auf 
welcher die schwingenden Körper direkt eine Wellenlinie auf- 
zeichnen. Sehr ähnlich, aber zu feineren Messungen verwendbar, 
sind die rotierenden Spiegel (Fig. 79). Ist an einem schwingen- 
den Körper ein helleuchtender oder weißer Punkt angebracht, 
und betrachtet man denselben in einem Spiegel, welcher um 
eine zur Schwingungsrichtung dieses Punktes parallele Achse 
rotiert, so sieht man eine leuchtende Wellenlinie, aas deren 



Fig. 78. Fig. 79. 

Gestalt man die Schwingungsform dieses Punktes erkennen 
kann. Die Biegungsschwingungen eines elastischen Stabes er- 
folgen z. B. sinusförmig. Die Schwingungen einer gestrichenen 
Violinsaite erfolgen aber so, da,ß sich jeder ihrer Punkte mit 
gleichförmiger periodisch das Vorzeichen wechselnder Ge- 
schwindigkeit hin und her bewegt (Helmholtz). Zu diesen 
Beobachtungen kann auch statt des rotierenden Spiegels ein 
um dieselbe Achse schwingender Spiegel oder eine senkrecht 
zu dieser Achse schwingende Linse (Mikroskopobjektiv) dienen. 
Es ist dies die Methode der Kombination der zu untersuchen- 
den Schwingung mit einer bekannten, zu ihr senkrechten 
Sclmin^ng. :Es ist notwendig, daß diese beiden Schwingungen 
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gleiche oder in einfachem Verhältnis stehende Schwingangs- 
zahlen haben. Das VibrationsmikroBkop von Helmholtz 
(Fig. 80] besteht aus einer Stimmgabel, deren Zinke das Mikro- 
skopobjektiY trägt Man betrachtet durch dieses Mikroskop ein 
weiBas Stärkekom, welches aof dem zn untersuchenden Körper 
klebt, z.B. auf einer Saite. Ist die Saite rahig und- schwingt 
die Stimmgabel des Vibroskops, so erscheint der weiße Punkt 



Figj 80. VibratiousmikTDBkop nach Weinhold. 

in eine Gerade ausgezogen. Schwingt die Satte in der hierzu 
senkrechten Bichtung und ist die Stimmgabel in Euhe, so er- 
scheint der weiße Punkt in eine 
zur ersten senkrechte Gerade 
ausgezogen. Schwingen beide 
TonqueUen mit derselben Schwin- 
gongsdaner, so erscheint der 
weiße Punkt zu einer Lissa- 
j o u H sehen Kurve ausgezogen. 
Diese Kurve hat eine der 
Formen (Fig,81,a,b), wenn die 
horizontale Schwingung eine 
gleichförmige Saitenschwingung, 
die vertikale eine sinusiSnnige 
Biegungsscbwinguug ist. Sind 
beide untersuch tenSchwingungs- 
formen sinusförmig, so ist die 

Kombinationskurve eine Ellipse, wenn sie gleiche Schwingungs- 
zahl haben, hingegen eine Parabel oder Lissajoussche Achter- 




Fig. 81. 
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linie (Fig. 81, c, d] fdr das Verhältnis 1:2 der Schwingungs- 
«ahlen usw. 

Man kann auch an zwei schwingenden Körpern kleine 
Spiegel so anbringen, daß sie Drehschwingongen um Achsen 
ausführen, welche aufeinander senkrecht stehen, und dann 
einen Lichtstrahl, von beiden Spiegeln reflektieren lassen. Eine 
Linse entwirft yon der kleinen Öffnung des Diaphragmas, durch 
welches das zweimal reflektierte Licht gegangen ist, ein Bild 
auf einen Schirm. Dieser helle Punkt beschreibt während der 
Schwingungen der beiden Spiegel eine Lissajoussche Kurve, 
aus deren G-estalt man auf die Schwingungsform beider Körper 
schließen kann. 

345* Stroboshopische Methoden, Beleuchtet man den Beob- 
achtungsraum durch sehr kurz dauernde, in regelmäßigen 
Intervallen aufeinanderfolgende Lichtblitze, so sieht man einen 
mit genau derselben Periode schwingenden Körper stets in 
derselben Phase, z. B. eine schwingende Stimmgabel mit stets 
zusammengebogenen oder stets auseinandergebogenen Zinken. 
Ist aber die Periode des schwingenden Körpers ein wenig 
kürzer, so sieht man ihn in den aufeinanderfolgenden Licht- 
blitzen in immer mehr vorgerückter Schwingungsphase. Ist 
die Zahl der Li^htblitze in der Sekunde n, und die Schwingungs- 
zahl eines Körpers m , so kommt es (m — n]mal in der 
Sekunde vor, daß der Körper in der anfänglichen Phase ge- 
sehen wird. Er scheint also mit der kleinen Schwingungs- 
zahl {m •— n) zu schwingen^ so daß man seine Deformationen 
deutlich verfolgen kann. Man kann diese Lichtblitze durch 
eine regelmäßige Folge elektrischer Funken erzeugen, oder 
indem man die beiden Känder eines Spaltes, durch welchen 
Licht fällt, mit den Zinken einer Stimmgabel verbindet, so 
daß sich der Spalt während jeder Schwingung der Stimmgabel 
nur kurze Zeit öffnet Die Stimmgabel in Fig. 80 ist auch zu 
diesem Gebrauche eingerichtet. Am einfachsten stellt man 
vor der Lichtquelle eine rotierende undurchsichtige Scheibe 
auf, deren Band eine regelmäßige Reihe von Löchern trägt 
Je nachdem sich diese Scheibe langsamer oder rascher dreht, 
sieht man jeden in dem so beleuchteten Zimmer schwingenden 
Körper scheinbar langsamer oder rascher in der einen oder 
anderen Richtung schwingen. Statt das Zimmer so zu be- 
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leachten, kann man aacb die stroboskopische Scheibe im gleich- 
mäßig erhellten Zimmer rotieren lassen, muß aber daikn das 
Auge hinter dieselbe atelleu und durch die vorbeiziehende 
Löcherreibe auf den schwingenden Kdrper blicken. 



-i;((|«u— *-■"€(( ♦■^i(((( 



Fig. 82. 



346. Vibroskopüche Untersuchujigen tönender Litfta'dulen. 
Ein einfaches Mittel, das Auftreten stehender Wellen in einer 
Luftsäule (Pfeife oder Eesonator) zu konstatieren, sind die 
Kundtscben Staubfignren 
(Fig. 82), welche feiner 
Eorkstaub am Boden 
einer horizontalen Glas- 
röhre bildet, wenn die von 
derselben eingeschlossene 
Luft in stehende Schwin- 
gungen gerät Durch Ein- 
schieben des Stöpsels b 
wird die Länge der Eöhre 
auf ein ungerades Viel- 
faches einer Viertelwellen- 
länge des zu untersuchenden Tonfeldes gebrachi Nach er- 
reidlter Abstimmung treten die Staubüguren auf und bleiben 




Fig. 83. 



Fig. 84 (nach Melde). 



auch nach dem Aufhören der Schallscbwingungen bestehen, 
werden jedoch dorch fortschreitende Schallwellen oder unregel- 
mäßige Luftschwingungen in der Röhre wieder zerstört Femer 
kann man an der Wand des Rohres Membranen anbringen 
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und deren Schwingungen beobachten. Vielfach verwendbar 
sind die König sehen Brenner (Fig. 83] ^ bei welchen die 
Membrane m mit ihrer äußeren Seite an eine Leuchtgasleitung 
grenzt. Man erkennt die Schwingung der Membrane an dem 
periodischen Zucken der Leuchtgasflamme. Die Schwingungen 
der Flamme kann man stroboskopisch oder mittels eines 
rotierenden ^ Spiegels beobachten und erhält dann ein Bild 
nach Art der Fig. 84. Beispielsweise dienen bei der Quincke- 
schen Interferenzröhre (Fig. 73) König sehe Brenner zur Beob- 
achtung der austretenden Schallwellen. 



Dritter Teil. 

Bewegung der deformierbaren Medien. 

Die partiellen DeriTationen eines Yektors naeh einem Yektor. 

847. Wir kennen bereits die totalen Derivationen einer 
Vektorverteilung t^ nach dem Ortsvektor r. Es sind dies die 
Hamilton sehe skalare Dyade 0* und die in § 96 definierte 
rotorische Dyade 0*", sowie die beiden konjugierten Dyaden 

a>'=l=V;Ö 0c=Ö;V ^'^^Vxö (D^^öxV. 

Alle vier Dyaden können nach Belieben gebraucht werden, 
um die Änderung der allgemeinen Vektorfunktion t^ bei 
Änderung des unabhängig veränderlichen Ortsvektors r an- 
zugeben, doch eignen sich hierzu besonders die skalaren 
Dyaden, weil 

(a) d)$ = dX'V ;t^ dt^ ^t};V -dt. 

Hierzu kommen noch die symmetrischen derivierten 
Dyaden, welche eine weniger unmittelbare analytische, aber 
eine höhere physikalische Bedeutung haben. 

Alle diese Dyaden sind zwar in symbolischer Form (unter 
Benutzung des Operators V) geschrieben, sind aber nicht etwa 
selbst symbolische Operatoren, sondern reelle, ihrer Größe, 
Form und Lage nach für jeden Punkt des Feldes angebbare 
Gebilde. 

848. Das Produkt der skalaren derivierten Dyaden der 
Vektorverteilung t^ mit irgend einem Vektor a stellt die 
partielle Änderung des Vektors t^ auf der Strecke a dar, 
d. h. die Diiferenz der Werte von )$ an den Endpunkten dieser 
Strecke, vorausgesetzt, daß es sich um ein homogenes Vektor- 
feld, in welchem die Dyade konstant ist, handelt In einem 

Jaumann, Bewegungslehre. X6 
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ungleichförmigen Felde muß statt der Strecke a die Strecke ade^ 
worin de eine unendlich kleine Zahl ist, und der Wert der 
variablen JDyade an dem Orte dieser Strecke betrachtet werden. 
Ist </ö die Differenz der Werte von t^ in dem Pfeilpunkt und 

Anfangspunkt der Strecke ad6,so ist -t~ die partielle Änderung 

von t) auf der Strecke a, und zwar ist nach 347. (a) 

dt) . 

349. Nicht weniger wichtig sind die aus den rotorischen 
Dyaden abgeleiteten partiellen Derivationen. Es ist nach § 53 

ö;V — V ;ö = rotöx7=l=Vxö — öxv, 



worin 



rotö^ vxt»= — öx v^= *; 



>: 



div ö =^ V • t» = Ö • V = <^' 

der Rotor und Skalar der Hamiltonschen Dyade sind. Es gibt 
dies die Beziehungen zwischen den vier partiellen Derivationen 

ö;V'a— V : ^•a = (rot ö)xa= v^ö-a — öxv«, 
V:ö-a — öxVtt = (div tji) a = ö;V-tt — Vxö-a. 

360. Es ist möglich und oft von Vorteil, die vier partiellen 
dyadischen Derivationen durch die Derivationen rot und div 
auszudrücken^ wobei aber auch von den sehr anschaulichen 
Werten: dem Eotor eines rotorischen Produktes 

rot (II X a) = V X (t» X ä) 
und dem Gradienten eines skalaren Produktes 

grad t^ • a = V t» • « 
Gebrauch gemacht werden muß. Es ist 

2 a • V ; t» — tt div ö — div a ö + grad a • ö — 
— a X rot ö + (rot a) x u — rot (a x ö) , 

2 a • ö ; V — tt div ö — div a ö + grad a • ö + 
+ a X rot II + (rot a) x ö — rot (a x ii) , 
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2a-V>^ö=— a divö— diva ö + grad o • ö + 
+ a X rot ö 4- (rot a) x ö — rot (a x ö), 

2a-öxv = — tt divö— diva ö + grad a • ö — 
— a X rot ö + (rot a) x n — rot (a x n) . 

861. Nun wollen wir die vier partiellen dyadischen Deri- 
yationen auch in analytischer Form darstellen. Die ana- 
lytischen Werte der neun Koeffizienten der vier derivierten 
Dyaden sind schon in § 97 angegeben worden. Bei dieser 
Gelegenheit mögen auch die bisher üblichen Deutungen der 
ersten drei partiellen Derivationen mitgeteilt werden. 

352. Die skalare Derivation a • V ; ^ ^on t^ nach a hat 
die Komponenten 



'»^ da; y öy * ö* • 

Es ist allgemein üblich^ diese Derivation in der Form 

(a-V)ti 
darzustellen^ worin 

^ ' *da; y dy ^ dx 

ein neuer symbolischer skalarer Operator ist, der nicht mit 
der Divergenz von a verwechselt werden dürfte. Diese Dar- 
stellung kann man aber nicht empfehlen. Die partielle Deri- 
vation a • V : ti ist selbst ein realer (nicht symbolischer) Vektor 
und kann dargestellt werden als das Produkt des realen Vek- 
tors a und der realen Dyade V:^> welche kein Symbol, 
sondern eine geometrische oder physikalische Größe ist. Es hat 
gar keinen Zweck, dieses reale Produkt in einen symbolischen 
Operator (a- V) und den nicht derivierten Vektor t^ zu zerlegen. 

868, Die konjugierte skalare Derivation tt • Ö ; V von )$ 
nach a hat die Komponenten 

16* 
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^ o X y o X ^ o X \ " » /«' 

^ o y y d y '^ o y ^ 

Man pflegt nach Foeppl die Derivation 

a-ö; V = Vött'ö 

als den partiellen Gradienten des Produktes a«ö nach t^ 
zu bezeichnen, was aber nicht das Wesen dieser Derivation, 
sondern nur eine spezielle Anwendungsweise derselben charak- 
terisiert. 

854. Die rotorische Derivation a • li x V von t^ nach a hat 
die Komponenten • 

^\dy dx) y dy ^ dx ^ \ jjx 

*öa; y\dx dx) * dx ^ ^ ^ ''y 

^ dx y dy ^\dx dyj ^ ^ '^^ 

Man pflegt nach Foeppl diese Derivation 

a.jix V = Vö X (ö X a) 

als den partiellen Rotor des Produktes (H x a) nach ti zu 
bezeichnen, was aber wieder nur eine Anwendung dieser Deri- 
vation, nicht aber diese selbst ausreichend charakterisiert. 

366. Die konjugierte rotorische Derivation a • V x li von H 
nach a hat die Komponenten 

(dvy . dvA , dVy , dvg 
^\dy dx I y dx ^ dx 

''- -dV''''y\d^^~dlo) + ""« JV' 

^ dx y dx ^ \dx dy 

Man könnte diese Derivation in der Form 

(a X V) X ö 
darstellen, worin 
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(a X V) ^ 



V * ö » ' dx) 
\ y dx ^oy) '^ 



ein neuer symbolischer vektorischer Operator ist, welcher 
nicht mit dem rot a verwechselt werden dürfte. Es hätte aber 
wieder keinen Zweck, das Produkt der realen Faktoren a und 
(V X ö), von welchen letzterer eine Derivation von )i darstellt, 
in das Produkt eines symbolischen Operators (a x v) imd des 
nicht derivierten Vektors )» zu verwandeln. 

866. Die symmetrischen Derivaiioneru Die bereits an- 
geführten Derivationen sind von elementarer geometrischer 
Bedeutung. Von viel höherer physikalischer Wichtigkeit 
sind aber die hieraus abzuleitenden symmetrischen Deriva- 
tionen. Es ist 

2[V;ll] ^ VTtl + l^:V 

die skalare symmetrische Dyade und 

2[Vxli]=l=Vxö + öxV 
die rotorische symmetrische Dyade der Vektorverteilung ö. 
Zwischen beiden bestehen die Beziehungen 

[V:ö] — [V xö] =^ /divö 

also zwischen den symmetrischen partiellen Derivationen 

^ • [ V ; ö] — a • [ V X ö] = a div H . 

857. Der zweite Skalar der derivierten Dyade V ; Ö> welcher 
der erste Skalar des Quadrates der symmetrischen Dyade [V : ö] 
ist und eine große physikalische Bedeutung hat, läßt sich in 
folgender Weise entwickeln 

(a) [V;ti]/ =divl|. V;ti -ö- VdivH + \[voitif. 

868« Die skalare symmetrische Derivation ft • [ V ; ^] von ti 
nach a läßt sich durch die Derivationen div und rot wie folgt 
darstellen 

2a • [ V ; 1^] — Ä div n — div aö + grad a • H + (rot a) x ö — rot (a x n)^ 

Die rotorische symmetrische Derivation a*[Vxli] 
läßt sich darstellen durch 

2a-[V X ö] = — adivö — divaö + grada-ö + (rota) x ö— rot(a x ö). 
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Die analytischen Komponenten dieser symmetrischen Deri- 
vationen sind für die skalare Derivation 



* dx 



^\dx dx) ' ^ y\dy dx) * 



und für die rotorische Derivation 



-".(!?+ fe) + i". (45 + fe) + +'■.(4?' + 4^) 
K(|5+te) + K(l5+4?)- '■.(4^+41 






Derivationen von Produkten und partielle Integrationen. 

359. Erfahren zwei Werte (Skalare, Vektoren oder 
Dyaden usw.) unendlich kleine Änderungen, so kommen zu dem 
(algebraischen, skalaren, rotorischen, dyadischen usw.) Produkte 
derselben zwei additive Glieder, welche die entsprechenden 
Produkte je einer Änderung des einen Wertes mit dem anderen 
Werte sind, während das Produkt beider Änderungen als 
unendlich klein von höherer Ordnung vernachlässigt werden kann. 

Ist t eine skalare Variable, so ist also 



dt 

d_ 
dt 



(«'") = «'(Ä«^) + (Ä«)'«^'^'«-f- 



Man kann den Operator jr als skalaren Faktor betrachten. 

Die Multiplikation mit demselben wird zunächst nach der 
Assoziationsregel ausgeführt, so daß nur ein Faktor mit dem 
Operator multipliziert erscheint, hierzu wird nach Kommutation 
des Produktes der symmetrische, ebenfalls nach der Assoziations- 
regel erhaltene Wert gebildet und addiert, in welchem der 
andere Faktor mit dem Operator multipliziert erscheint. 

Diese Diflferentiationsregel von Produkten gilt auch für 
den vektorischen Diflferentialoperator V« 
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360, Der Gradient des Produktes zweier Skalare s^ und s^ 
läßt sich folgendermaßen entwickeln 

V (*i ^a) - *i (V <j + (V .^i)*a 
oder 

(a) grad [s^ s^ ^ s^ grad *, + s^ grad s^ . 

361, Rotor und Divergenz eines Flüktors. Wenn eine 
skalare Verteilung s und eine Vektorverteilung ti im selben 
Felde gegeben ist, so bezeichnen wir den Vektor [s t>) als einen 
Fluktor des Vektors ti. Die Einführung dieses Namens (den 
man auf manche lineare Vektorfunktionen tibertragen könnte) 
empfiehlt sich deshalb, weil neben allen physikalischen Vektor- 
verteilungen in inhomogenen Medien auch die Verteilung 
eines Fluktors von gleicher Wichtigkeit ist, welcher in iso- 
tropen Medien dem Vektor überall gleichgerichtet, aber 
nicht gleich ist. 

Die derivierte Dyade eines Fluktors wird in folgen- 
der Weise entwickelt 

(a) V;5tl = *V;tl+V*;t>- 

Hieraus folgen entsprechende Sätze über den Skalar und 
Eotor dieser Dyade, und zwar gilt für dir Divergenz eines 
Fluktors die Regel 

oder 

(b) div st^ = s div t^ + grad ä • l> • 

Der Rotor eines Fluktors entwickelt sich ebenso, doch 
muß man hier auf die Reihenfolge der Faktoren genau achten 

Es ist also 

(c) rot Ä t> = Ä rot l> + grad ä x |> . 

362, Der Fluktor eines Gradienten. Obgleich ein Fluktor 
überall dieselbe Richtung hat wie der Vektor, aus welchem er 
gebildet wurde, so ist er doch wesentlich anders als dieser 
verteilt, wenn der Skalar nicht überall im Felde denselben 
Wert hat 
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Wenn der Vektor t> z. B. keinen Rotor hat, also der 
Gradient eines skalaren Potentials s^ ist 

t> =1= V*i, rotli ^ 0, 

so hat der Fluktor s^t) nach 361. (c) den Rotor 

rot «3 1> = V *2 ^ V *i 

also kein Potential, wenn nicht die beiden Gradienten V *2 
und V *i überall parallel sind. 

Immerhin ist überall der Fluktor {s^ V*i) dem Vektor v^i 
parallel, und da dieser Niveauflächen hat, so hat der Fluktor 
6ines Gradienten stets Orthogonalflächen. 

Man kann eine ganz allgemeine Vektorverteilung, die also 
keine Orthogonalflächen hat, zerlegen in einen Gradienten V *3 
und in den Fluktor eines Gradienten s^ V *i 

(a) t> =1= V «3 + *2 V ^1 . 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 
der Vektor t> Orthogolialflächen habe, ist, daß die Gradienten 
der drei Skalare s^ s^ s^ koplanar sind 

(b) v^3- V.?2^ V*i = 0. 
Da 

rot |> = V *2 ^ ^ *^ > 
so läßt sich die Bedingung (b) auch in die Form bringen 

(c) l> . rot l> :^ , 

in welcher wir sie schon kennen. Es muß der Rotor auf dem 
Vektor senkrecht stehen, damit dieser Orthogonalflächen habe. 
Man kann den allgemeinen Vektor t> auch in folgender 
Form durch drei Skalarverteilungen a^ a^ a^ darstellen 

(d) l> = V «3 + V «2 ^ V «1 . 

Von diesen zwei Komponenten hat V «3 keinen Rotor und das 
skalare Potential «3, während die Komponente V «2 ^ V «i 
keine Divergenz und das vektorische Potential a^ V «1 bat. 

363« Bas Oberflächenintegral eines Skalars. Es sei p eine 
gegebene Skalarverteilung, c ein konstanter Vektor. Weil 
divc = 0, so folgt aus 361. (b) 

divpc = c«grad/). 
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Multipliziert man mit dem Eaumelement dtp und integriert 
über den Raum y, wobei der Gauss sehe lategralsatz an- 
gewendet werden kann,, so ergibt sich, wenn o die Oberfläche 
des Raumes (f ist 

1 pt»do = 1 ^Y pcdtp = I t*gra,dpd(p. 

<p <p 

Da diese Gleichung für jeden Wert von c gelten muß, 
und dieser konstante Vektor vor das Integralzeichen gehoben 
werden kann, so folgt 

(a) ( do p = I d(p grsidp . 



<p 



Das Raumintegral eines Gradienten ist gleich dem Ober- 
flächenintegral seines Potentials p. Dieser Satz findet in der 
Hydrodynamik Anwendung. 

364. Das Linienintegral eines Skalars (nach Foeppl). 
Andererseits ist nach 361, (c) 

rot/?c = grad/? x c. 

Integrieren wir (unter Anwendung des Stok es sehen Satzes) 
das skalare Produkt obiger Werte mit dem Flächenelement 6?f 
über eine vom Umfange it begrenzte Fläche f 

jpC'dn = frot joc-c^f = fgradjo x c-c^f . 

u f f 

Es ist also 

C' |/?f/u = c» fc^f X grad/) 

u f 

oder weil dies für jeden Wert von c gilt 
(a) jdnp= |c?fxgradp. 



u 



Das Linienintegral eines Skalars ist gleich dem vektorischen 
Flächenintegral des Gradienten dieses Skalars. Dieser Satz 
findet Anwendung bei der Bestimmung magnetischer Dreh- 
moyiente usw. 
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365« Der Greensche Integralsatz, Wendet man den 
Gaussschen Integralsatz auf den Fluktor eines Gradienten 
*j V *2 ^^9 ^^ ergibt sich der Greensche Integralsatz 

(a) f div 5j V *2 "^ ] h V s^^do. 

Es ist 

div^j V *a — ^1 V^*3 = V *i • V «2 , 
aber auch 

div*2 V *i - ^2 V^^i = V ^2 • V *i . 

Also kann der Greensche Satz in folgenden zwei Formen 
dargestellt werden 

I *j V s^»do — 1 *i V^*2 ^V = I V *i • V *2 ^^ 



<p <p 



= j s^V s^^do — l s^'^^s^dfp. 



<p 



Diese Form ist sehr verwendbar. Wir wollen noch einige 
Integralsätze für Vektorfelder mit Orthogonalflächen ableiten. 

866. Wenden wir den Stokesschen Integralsatz auf den 
Fluktor eines Gradienten an 

I rot Äj V ^2 • ^f =^ I *i V ^2 • ^^ • 

f u. 

Es ist 

rot Äj V ^2 ~ V *! X V ^2 ~ "~ ^^* ^2 V ^1 

und wir erhalten den Integralsatz 

(a) I «1 V ^2 • ^^ "^ / V ^1 X V *2 • ^f — ^ 1 «2 V ^1 • '^tt . 

n f u 

867. Kelvins Integralsatz ^) Es ist 

div^j *2 V «3 — ^1 V • ^2 V ^3 = ^2 V *i • V ^3 
und 

diVÄj «2 V «1 — ^3 v«2 V ^1 = ^2 V <^3 • V ^1, 

also erhält man 



1) Siehe Gibbs, Vektoranalysis. New York 1901, S. 251. 



Derivationen von Produkten. 251 



(a) 



«8 



(a) 



q? tp 

^j*3*2VÄl-C?0-JÄ3V«aV*i. 
<p 

368. Ein anderer generalisierter Integralsatz ergibt sich aus 

rot *! «8 V *3 — «1 V *2 ^ V *3 = *2 V *i X V «8 > 

rot^j *2 V *i — «3 V *2 ^ V «1 = — *2 V *i >< V *8 , 

woraus man erhält 

I Äj Äj V *3 'du — 1 *i V ^2 ^ V *3 • ^f = I *2 V *1 ^ V *3 • ^f 
U f f 

tt f 

369« Divergenz eines rotorischen Produktes. Es ist nach 
der eingangs angeführten Düfferentiationsregel für Produkte, 
bei zweimaliger Anwendung der Assoziationsregel für skalare 
Tripelprodukte 

V • t>i X tig = V X t>i . t>2 + ^2 ^ V • t>i . 

Nun ist 

t>2 X V = — rott>2, 
also 
(a) div l>j X t>2 — '^2 • ^^* ^1 ■" ^1 • ^^* ^2 • 

Diese Regel ist sehr wichtig und wir wollen sofort einige 
Anwendungen derselben machen. 

Die Divergenz des rotorischen Produktes zweier Gradienten 
ist Null 

div V *i X V *2 "^ ^ • 

Es darf also dieses rotorische Produkt dem Rotor eines 
Vektors gleichgesetzt werden 

V J?! X V *2 ~ ^^* *i V ^2 — "~ ^^* *2 V «1 . 
Dies geschieht z. B. in der Differentialgleichung der kontakt- 
elektromotorischen Wirkung. 

370« Darstellung eines Rotors als Differentialquotienten. 
Es sei c ein konstanter Vektor, dann folgt aus der eben an- 
geführten Regel 

div c X t> = — c • rot ti . 



252 Bewegung der deformierbaren Medien. 

Multiplizieren wir mit dem Raumelement dtp und integrieren 
unter Anwendung des Gaussschen Satzes über den Raum cp, 
dessen Oberfläche o ist, so ergibt sich 

C* \dtsy> t> = jt>y^t'do = rdiv(|> x c) = €• JTOit>d(p, 

97 <p 

und da dies für jeden Wert von c gelten muß, so erhält man 
(a) jdoxt> = jd(proit>. 

q> 

Das vektorische Oberflächenintegral eines Vektors ist 
gleich dem Raumintegrale seines Rotors. 

Bezeichnen wir das Oberflächenintegral durch 



%^fd 



X |>. 



Beziehen wir dasselbe auf ein Raumelement (p, so folgt 

d% ^ rotücfqp 
oder 

(b) rot».±^. 

^ ' dg) 

Der Rotor ist der Grenzwert des Verhältnisses des vek- 
torischen Oberflächenintegrals des Vektors zu dem von der 
Oberfläche eingeschlossenen Volumen. Diese Definition ist 
vollkommen analog zu der Definition der Divergenz als alge- 
braischen DiflFerentialquotienten (§ 199) 

divti=k^. 
dg> 

371. Der Gradient eines skalaren Produktes stellt ein drei- 
faches Produkt dar, welches man unter Anwendung der kon- 
jugierten partiellen Derivationen (353.) so assoziieren kann, 
daß nur je ein Vektor difierenziert erscheint Es ist also 

(a) V(t>i-ti2)= V;tii-t>3 + V:i>2-^i> 

oder auch 

Hier die direkte Derivation (§ 352) anzuwenden ist unnatür- 
lich, weil sie sich bei Assoziationsänderung des gegebenen 
Tripelproduktes nicht unmittelbar einstellt. Doch ergibt sich aus 
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t> ; V — V ; t> = rot l> X 7, 
grad t>i • ^2 - ^2 • V ; tli + tlg X rot H^ + l>i . V : tl2 + tli X rot t}^ . 

372. Wir können nun das ßaumintegral einer deri- 
vierten Dyade V;t> durch partielle Integration in ein Ober- 
flächenintegral verwandeln. Sei c ein konstanter Vektor, so ist 

Es ist also nach 363. (a) 

Da dies für jeden konstanten Vektor c gilt, so folgt 

q) 

(a) hfqp V;tl = jiiO;!!. 

(p 

Das Raumintegral einer derivierten Dyade ist gleich dem 
Oberflächenintegrale der dyadischen Produkte der Oberflächen- 
elemente und des Potentialvektors ti der Dyade oder: das 
dyadische Oberflächenintegral eines Vektors ist gleich dem 
Baumintegral seiner derivierten Dyade. Dieser Satz schließt 
den Gaussschen Integralsatz sowie den Integralsatz 370. (a) ein. 

Ebenso verwandelt man dyadische Flächenintegrale in 
dyadische ümfangsintegrale. Es ist nach 364. (a) 

C- fil; V xfl?f =1= fvc-tlxc^f =1= — fftlc^U = — C- ri>;fl?«. 

ff U tt 

Also ist 

(b) ffi^f X V:i> ^fc?»;!!. 

f tt 

373. Den Rotor eines rotorischen Produktes entwickelt man 
naturgemäß unter Zuhilfenahme der rotorischen Dyade 

(a) V X (l>j X lig) =^ V X l>j . I>2 -- V X l>2 . tlj 

oder auch 

V X (l>j X l>2) = tlg • öl ? V - tli • ilg ? V . 
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Das negative Vorzeichen erklärt sich dadurch, daß, bevor 
t>2 differenziert werden kann, das Produkt (öj x t)^) kommutiert 
werden muß. Will man aber die skalare Derivation an- 
wenden, so ergibt sich, weil 

V ; tl — 11 X V = i^div i) , 

rot (l>j X lig) = tia • V : tli — IIa ^^ ^1 "■ ^1 • V ; t>2 + ^1 ^^ ^2- 
Wir können nun ebenso wie vorhin das Eaumintegral einer 
rotorischen derivierten Dyade in das dyadische Oberflächen- 
integral des Potentialvektors verwandeln. Es ist nach 370. (a) 

c • (ii X v^9P — fv X (ti X t)d(p = f (cx t>)x {/o = c- f t> X do. 

q) fp 

(a) \d(p V X l> = \d^ X |>. 

q) 

Ebenso erhält man den für rotorische derivierte Dyaden 
charakteristischen und vielfach verwendbaren Satz 

(b) r^f- V x|> :!= fc^ttxlJ. 

f u 

374. Die derwief'te Dyade eines rotorischen Produktes kann 
in folgender Weise entwickelt werden 

(a) V ;(i>i X |>a) ^ (V :t»i) x \s^ - (V ;i>2) ^ ^i ' 
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875. Der Rotor der Geschwindheitsverteilung ts in einem starren 
Medium, Es ist 

worin tt) die Rotationsgeschwindheit ist und x von einem ruhen- 
den Punkte des Mediums gezählt wird. Hieraus folgt 

rott» = rot(tt» xt)= Vxtt».t— Vxt-tt». 

Da V X tt» =^- 0, weil tt) nicht vom Orte abhängt und 

Vxr = r= -27, 
so ist 
(a) rott» ^2\o. 

Der Eotor der Geschwindheitsverteilung eines 
starren Körpers ist gleich der doppelten Rotations- 
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gescbwindheit. Ein Satz, den wir schon viel weiter oben 
kennen gelernt haben, den wir hier als Beispiel der Anwendung 
der vektorischen Differentiationsregeln abgeleitet haben. 

376. Die Divergenz der Geschwindheitsverteilung eines 
starren Körpers ist Null. Dies ergibt sich nach den Differen- 
tiationsregeln aus 

rot tti = und rot t = . 
Es ist 

div |> = div tti X t = t • rot tt» — tt» • rot t = . 

Die derivierte Dyade der Geschwindheitsverteilung ist 
für dieselbe charakteristisch und hat nach 374. (a) den Wert 

V;tl = V;(toxt) ^ — /xtti. 

377. Die Divergenz der Beschleunungsverteüung, Das erst 
erwähnte Verhalten starrer Medien charakterisiert aber ihre Be- 
wegung nicht, da Flüssigkeiten bei ganz anderer Bewegungs- 
form gleichfalls die Bedingung 

div l> = und rot ti = konst. 

einhalten können. Charakteristische Differentialgesetze der Be- 
wegung starrer Medien lassen sich jedoch aus der Beschleunungs- 
verteilung ableiten. 

Die Beschleunung i hat die in 257. angegebene Verteilung 

Es ist 

divtt»x(t» — |>^) :^ — tti.rotli ^—\{voi)Sf, 

div fe X (t — to) = , div lij, = , 
also 

(a) divli=^-^(rotl>)^ 

Die Divergenz der Beschleunungsverteilung ist 
gleich dem negativen doppelten Quadrat derRotations- 
geschwindheit. 

378. Bilden wir femer den Rotor der Beschleunung s- 
verteüung. Es ist 

rot tt» X (|> — Ho) :!= — V X l> . tt» , 

rot fe X (r — to) = — V X t • W = 2 fii . 



^ I 
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Nun ist zu beachten^ daß die partielle AnderuQgtvon H 
nach der Richtung toi gleich Null ist 

V xij.tti :!= |>. vtt» = 0, 

denn die Endpunkte einer Strecke, welche der Rotations- 

geschwindheit parallel ist, haben keine Relativgeschwindheit. 

Also erhält man 

rotli=i=2ö 
oder 

(a) rot-prii = -TT rot t». 

' dt dt 

Der Rotor der Beschleunungsverteilung ist gleich 
der totalen Fluxion des Rotors der Geschwindheits- 
verteilung, ein keineswegs selbstverständlicher ebenso wie 
der vorhergehende, für starre Medien charakteristischer Satz. 



16. Die totalen Pluzionen. 

379. Wir wollen nun die Bewegungserscheinungen be- 
schreiben, welche in einem von deformierbaren Medien 
kontinuierlich erfüllten Räume, d. i, in einem Räume von 
allgemeinem Verhalten zu beobachten sind. 

Zunächst ist dieses Feld charakterisiert durch die mannig- 
faltigste Verteilung eines Vektors, welchen man die Geschwind- 
heit t> der Teile des Mediums nennt. 

Das Vorhandensein einer physikalisch wichtigen Vektor- 
verteilung macht sich stets durch verschiedene gerichtete Eigen- 
schaften des Feldes erkennbar. Welche davon zuerst und 
dann in den häufigsten Fällen zur Messung dieses Vektors 
verwendet wird, entscheidet nicht die Theorie, sondern der 
Zufall und die experimentelle Praxis. Die Geschwindheits- 
verteilung eines Mediums wird meist nur durch eine der zu- 
gehörigen Erscheinungen, nämlich durch die Bewegung der 
Teilchen desselben charakterisiert. Es ist hiermit folgende 
Tatsache gemeint. Außer der Geschwindheitsverteilung können 
noch verschiedene skalare oder vektorische Eigenschafts- 
verteilungen in demselben Felde zu beobachten sein. Dieselben 
sind aber dann fast mit Sicherheit zeithch veränderlich, und 



Die totalen Flnxionen. 257 

zwar trifft man nach der Zeit dt die meisten Eigenschaften 
des Feldes um die Strecken t^dt yerschoben. Diese Kon- 
stanz vieler Eigenschaften bei Änderung des Ortes, ja auch 
der Geschwindheit selbst, der Temperatur, Beleuchtung usw. 
charakterisiert jedes kleine Yolum einer Flüssigkeit als einen 
Körper, der sich mit der an seinem Orte jeweilig vorhandenen 
Geschwindheit ti bewegt. 

Der an dem Verhalten diskreter starrer Körper, welche 
von Luft umgeben sind, gewonnene Begriff der Körperlichkeit 
erweist sich also, soweit man sehen kann, auch ftlr das Ver- 
ständnis der Erscheinungen in allgemeinen Medien als zutreffend« 

Aber nicht nur die etwas unbestimmte Angabe, daß die 
meisten Eigenschaften des Feldes mit den Geschwindheiten 
verschoben werden, läßt sich aufrecht erhalten, sondern folgen- 
der allgemeine und sehr präzise Satz: 

Die Fluxion der Eigenschaften an einem gegebenen Orte 
(lokale Fluxion) ist nur indirekt bestimmt, sämtliche direkten 
Naturgesetze bestimmen totale oder materielle Fluxionen, 
d. i. die Fluxionen der Eigenschaften eines Punktes des Feldes, 
welcher sich mit der dort vorhandenen Geschwindheit bewegt. 

So hängt z. B. die Fluxion der Geschwindheit selbst an 
einem bestimmten Punkte des Raumes, d. i. die lokale Fluxion 
der Geschwindheit von dem Zusammentreffen verschiedener 
Umstände ab. Die Fluxion der Geschwindheit ti in den mit 
den Geschwindheiten t> bewegten Punkten des Feldes, welche 
man die totale Fluxion i der Geschwindheit nennt, ist aber 
auch in kontinuierlichen Medien durch direkte Naturgesetze 
bestimmt und kann als die Beschleunung der Flüssigkeits- 
teilchen bezeichnet werden. Es liegt kein Widerspruch darin, 
daß diese Beschleunungen selbst als Funktion des Ortes be- 
stimmt sind. Es kommt z. B. sehr oft vor, daß für jeden Ort 
des Feldes eine Beschleunung (die Gravitationsbeschleunung) 
vorausbestimmt ist, und doch sämtliche lokale Beschleunungen 
Null sind, d, h. die Geschwindheitsverteilung des Feldes von 
der Zeit unabhängig ist. 

Nicht weniger wichtig sind die totalen Fluxionen sämt- 
licher spezifischen skalaren Eigenschaften wie: Dichte, spe- 
zifische Wärme, elektrische und magnetische Konstante usw. 
Am leichtesten zu beobachten ist der ungeänderte Transport 

Jaumann, Bewegangslehre. 17 
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(eventuell die totalen Fluxionen) der optischen Eigenschaften, 
wie Absorptions- und BefraktionsYermögen usw., weil sich diese 
unmittelbar dem Auge zu erkennen geben. Aber auch die 
totalen Fluxionen vektorischer Eigenschaften^ z. B. der elek« 
trischen und magnetischen Vektoren und höherer Eigenschaften, 
wie des kristallischen Zustandes, der elastischen Deformation usw. 
sind durch direkte Naturgesetze bestimmt. 

880. Die JEulersche RegeL Alle Vorstellungs- und 
Rechnungsschwierigkeiten in dieser Frage werden beseitigt 
durch die Eulersche Regel, welche den Zusammenhang der 
lokalen und totalen Fluxionen angibt 

Betrachten wir zunächst die gleichförmige Verteilung 
eines Skalars s in einem allgemeinen Felde, welches nach 379. 
Yon einem Medium kontinuierlich erfüllt ist und die Geschwind- 
heitsverteilung ti zeigt. Es ist 

worin t der von einem festen Nullpunkte aus gezählte Orts- 
vektor ist. . Der Gradient V s sei seiner Größe und Richtung 
nach mit der Zeit veränderlich und ebenso der Wert s^ des 
Skalars im Nullpunkte. 

Bezeichnen wir die Fluxion einer Variablen für i = 0, 
also an einem bestimmten Orte als die lokale oder partielle 

TS 

Fluxion durch das Zeichen ^, so ist 

o i 

Bewegt sich hingegen der Punkt, dessen Ortsvektor i: ist, 
mit der Geschwindheit 

in dem veränderlichen Felde, so erhalten wir die totale oder 
materielle Fluxion der Variablen s in dem bewegten Teilchen 
durch Differentiation der Gleichung des Feldes nach allen 
Variablen: 

Es gilt also die Eulersche Regel 
(a) , _isi_. + „.V* 
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Sind keine Umstände vorhanden, welche dieser totalen 
Fluxion einen von Null verschiedenen Wert geben, so ist 

wodurch die lokalen Fluxionen der Eigenschaft s in diesen 
inhomogenen aber in jedem Teilchen unveränderlichen 
Medium bestimmt sind. 

Diese Gleichungen gelten auch für eine allgemeine Ver- 
teilung von s im Räume, weil maü eine solche in einem 
kleinen Baumgebiete immer als gleichförmig ansehen kann. 

Ist die räumliche Verteilung der skalaren Eigenschaft s 
von der Zeit unabhängig, obgleich der Baum von einer be- 
wegten Flüssigkeit erfüllt ist, so nennt man diese Eigenschafts- 
verteilung eine stationäre. Für dieselbe ist 

Den Differentialquotienten -^ nennen wir in diesem Falle 

die stationäre Fluxion des Skalars s und können diesen 
Namen auf den Wert l> • V « aiich im allgemeinen Falle über- 
tragen. 

Die Eul ersehe Begel besagt also: Die totale Fluxion 
einer Eigenschaft ist gleich der Summe der lokalen und statio- 
nären Fluxion derselben. Diese Eigenschaft kann ebensowohl 
eine vektorische oder dyadische Eigenschaft der Flüssig- 
keitsteile sein, wie wir sogleich zeigen wollen. 

381, Die totale Fluxion einer vektorischen Eigensehaft, 
Betrachten wir zunächst eine homogene Vektorverteilung a 
in einem von einem Medium kontinuierlich erfüllten Felde, 
dessen Geschwindheitsverteilung ti gegeben ist 

Die derivierte Dyade V;ft ist ihrer Größe, Form und 
Lage nach mit der Zeit veränderlich, hängt aber nicht vom 
Orte ab. Es ist 

Hierin ist x der von einem festen Nullpunkte aus gezählte 
Ortsvektor, a^ der Wert des Vektors a im Nullpunkte. 

17* 
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Die lokale Fluxion des Vektors a ist 

Die totale Fluxion desselben erhalten wir, wenn wir auch 
X als veränderUch annehmen und 

setzen. Es ist 

■ 

Es ist also die totale Fluxion & gleich der Summe der 
lokalen Fluxion -^ ^^^ ^®^ stationären Fluxion (ü- V :ä) des 

Vektors a. Es gilt dies auch für inhomogene Vektorverteilungen a, 
da diese doch in den kleinsten Eaumteilen homogen sind 

Die analytische Form dieser wichtigen Begel erhalt man, 
wenn man nach der Euler sehen Regel 380. (a) die totalen 
Fluxionen der skalaren Werte der Komponenten a^ a a^ des 
Vektors a bildet: 

da, _da„ 
da« da. 



dt dt 



+ t> . V a« . 



382. Die Lambsche FormeL Die Beschleunung i eines 
Flüssigkeitsteilchens kann in folgender Weise in die lokale 
und stationäre Fluxion der Geschwindheit zerlegt werden: Es 
ist nach der Eul er sehen Regel 

Nach 350. kann aber die stationäre Fluxion der Geschwind- 
heit durch speziellere Derivationen dargestellt werden: 
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Wir erhalten also die für die Berechnung der Bewegung 
kontinuierlicher Medien söhr wichtige Spezialform der Euler- 
schen Regel: 

(a) ix|l + i.vi>2_|,xrotl>. 

383« Totale Fluxion von Integralen mit materiellem Träger. 
In dem von einer mit der Geschwindheitsverteilung H bewegten 
Flüssigkeit eingenommenen Baume sei eine Yektorverteilung a 
gegeben. Wir betrachten nun Integrale dieses Vektors Hy 
welche sich auf materielle Linien^ Flächen und Eäume be- 
ziehen, deren Elemente sich mit den Geschwindheiten H be- 
wegen und bestimmen die totale Fluxion dieser Integrale. 

Jedes Element eines materiellen Umfanges u beschreibt 
in der Zeiteinheit die^ Fläche (ö x cfu), welche wir als eine Fort- 
setzung einer von n begrenzten Fläche f betrachten und in 
gleichem Sinne zählen. Ist die Fläche f materiell ^ so durch- 
streicht jedes Element d\ derselben pro Zeiteinheit den Raum 
(ö-ßff). 

Der Durchfluß des Vektors a für die von u durchstrichene 
Ringfläche ist 

^ti' öx <ftt = ^ay> ö-d^tt = rrot(ax l>).<ff. 



n 



Wenden wir auf den von f durchstrichenen Raum den 
Gau SS sehen Satz an, indem wir zunächst die Vektorverteilung a 
als von der Zeit unabhängig ansehen, so ergibt sich 

^Ta-d'f- rrot(axi>).^f ^ /diva(l>.<ff). 
ff f 

Ist a auch von der Zeit abhängig, so folgt, da 

f f 

ist, für die totale Fluxion des Durchflusses die Form 



(a) 



fjfa-df ^ [[-^^ + rot(a x ö) + ödiva^-d^f . 



d 

f 
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Ist die Fläche eine geschlossene Oberfläche o, so fällt 

das anf die Bingfläche bezogene Gli^d fort und wir erhalten 

die totale Fluxion des Ausflusses des Vektors a aus der 
materiellen Oberfläche o 

(b) -^Ja>dv^f[-^a + ^diya).dv, 



Setzen wir hingegen in (a) div a = und 

a = rot i , 

so ergibt sich 

(c) ^fxoih^d\^ /rot(-|-6 + (roti)x|>j.^f 

f f 

und nach dem Stokesschen Satze die totale Fluxion des 
Umlaufes eines Vektors Ib auf dem materiellen Umfange it 

(d) ■Ä/**'^^ ~ r(-^* + (roti)x|>j-^tt. 

Vi Vi 

Endlich setzen wir in (b) 

div a = 5 , 

und erhalten unmittelbar unter Anwendung des Gausschen 
Satzes^ wenn q) der von o umschlossene Raum ist 



1 sd(p ^ I [-Qj^ + t> • V Ä + «divö jö?qp, 



d 
dt 

V <p 



oder 

(e) -jt\ ^^^ = / (^ + *divl>)d'qp, 

<p <p 

also den Wert der totalen Fluxion eines skalaren Eaum- 
integrales. 

384« Wir wollen hiervon sogleich eine Anwendung machen, 
um das die Wärmeproduktion bei der Bewegung zäher 
Flüssigkeiten mitbestimmende Integral 

d 



Jdt 



diYt^ dtp 
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auszuwerten. Es ist nach 383. (b), wenn wir 

setzen 

— / div ö ö?y = / l-jj div ö + ö • V divö + (div tji)A dq> 

oder 

(a) ^ Tdivö^y) = fi—diYt^ + (divöf) d(p. 



d 

Weitere Anwendungen dieser Sätze sind folgende. 

385. Materialität der StromrÖkren in stationären Strömungen. 
Die Vektorlinien der Geschwindheitsverteilung in einer be- 
wegten Flüssigkeit sind im allgemeinen nicht die Bahnen der 
Flüssigkeitsteilchen. Obwohl sich jedes Flüssigkeitsteilchen in 
jedem Augenblicke auf einer solchen Vektorlinie bewegt, so 
ist dies doch nicht dauernd dieselbe Vektorlinie. Diese Linien 
ändern ihre Form mit der Zeit, während die Bahnlinien der 
TeUchen von der Zeit unabhängig angebbare Linien sind. Längs 
einer Bahnlinie bewegt sich dasselbe Teilchen zu verschiedenen 
Zeiten, längs einer Vektorlinie bewegen sich verschiedene 
Teilchen zur selben Zeit. 

Anders in einer stationären Strömung, in welcher die 
Geschwindheitsverteilung von der Zeit unabhängig ist, also die 
Vektorlinien ihre Form nicht ändern. Dann stellen sie auch 
die Bahnlinien der Teilchen dar. Hieraus folgt, daß die 
Vektorröhren oder Stromröhren materiellen Bestand haben, 
d. h. daß sie stets dieselben Teilchen enthalten, die auch ihre 
Anordnung und Folge, wenn auch keineswegs ihre Distanzen 
bewahren. 

Eine materielle begrenzte Fläche in einer stationären 
Strömung muß dauernd den Querschnitt einer und derselben 
Stromröhre bilden. Ist die Flüssigkeit inkompressibel, so ist 
ihre Geschwindheitsverteilung divergenzfrei, die Stromröhren 
sind Stromfäden von konstantem Durchfluß. Es muß also für 

1^ = und divli = 

t 
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die totale Fluxion des Durchflusses der Geschwindheit durch 
eine beliebige materielle Fläche Null sein, was nach Gleichung 
383. (a) zutrifft. 

386« Materialität der Wirbelringe. Die Flüssigkeiten sind 
aller denkbaren Geschwindheitsverteilungen fähig. Besonders 
charakteristisch sind die Wirbelringe der Geschwindheits- 
verteilung. Man kann solche Wirbelringe leicht erzeugen, indem 
man einen Tropfen (gefärbten) Wassers auf eine gleichtempe- 
rierte Wasseroberfläche legt. Derselbe fließt sogleich aus- 
einander und verwandelt sich in einen Wirbelring, welcher 
untertaucht und sich senkrecht von der Wasseroberfläche ent- 
fernt, wobei er seinen Umfang vergrößert. Die bekannten 
Bauchringe, welche von Dampfschornsteinen und Wetterkanonen 
ausgesendet werden, sind Wirbelringe der Geschwindheits- 
verteilung der Luftströmung. 

Wie ein Vektor in dem Felde eines seiner Wirbelringe 
verteilt ist, haben wir in 237. beschrieben. Wir wissen, daß 
die Flüssigkeit in der Umgebung eines auch langsam fort- 
schreitenden Wirbelringes in lebhaftester Bewegung begriffen 
ist, und zwar strömt sie in ringförmigen, mit dem Wirbelring 
kettenringartig zusammenhängenden Vektorlinien. Am heftig- 
sten ist die Bewegung an der Oberfläche des Wirbelringes. 
Trifft ein kleines Bauchringel auf eine Eerzenflamme, so kann 
diese ausgelöscht werden. Größere dünne Wirbelringe tiber- 
raschen dadurch, daß sie langsam fortschreitend und dadurch 
harmlos aussehend, Streifen von nassem Seidenpapier, die sie 
treffen, plötzlich zerreißen. 

In allen diesen Beschreibungen drückt sich aus, daß die 
Wirbelringe, obgleich in ihrer Näie das Medium in lebhaftester 
Bewegung ist, materiellen Bestand haben, was sehr merk- 
würdig ist und dessen Grund wir nun aufsuchen wollen. 

Die Wirbelringe einer Flüssigkeitsströmung sind uns zu- 
nächst nur bekannt als jene notwendig ringförmigen Baum- 
gebiete, in welchen die Geschwindheitsverteilung kein 
Potential hat, oder der Botor der Geschwindheit einen von 
Null verschiedenen Wert hat 

Bei den angeführten Experimenten behalten aber die Teile 
des Wirbelringes ebensowohl den Botor der Geschwindheit 
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als etwa ihre Färbung oder ihren Bauchgehalt. Ebenso be- 
wahren die übrigen Teile der Flüssigkeit ein Geschwindheits- 
Potential. Diese scheinbar rein mathematischen Eigenschaften 
des Feldes verhalten sich also wie physikalische Eigenschaften 
der Materie. Es ist dies nicht unerklärlich und kein ver- 
einzelter Fall. Der Rotor eines physikalischen Vektors, seine 
Potentiale und seine Divergenz, der Gradient eines physika- 
lischen Skalars, kurz alle einfachen Derivationen physikalischer 
Eigenschaften sind selbst physikalische Eigenschaften, weil sie 
notwendig bei geeigneten Versuchsanordnungen deutUch und 
direkt erkennbar sein müssen. Aus der Gruppe der durch 
einfache Differential- und Integraloperationen auseinander ab- 
leitbaren physikalischen Größen kann eine ödere mehrere als 
Eigenschaft oder Zustand der Materie, die anderen als bloße 
mathematische Merkmale betrachtet werden. Diese Auswahl 
ist aber eine willkürliche und wechselt nach untergeordneten 
experimentellen und theoretischen Erwägungen. 

Die Materialität der Wirbelringe und also auch der 
Gebiete, in welchen ein Geschwindheitspotential vorhanden ist, 
führt auf ein besonderes Gesetz der Flüssigkeitsbewegungen 
zurück, welches sich am schärfsten fassen läßt, wenn man die 
Verteilung der Beschleunungen i der Flüssigkeitsteile be- 
trachtet. 

Wir bezeichnen mit 



D^frott^'df 



den Durchfluß des Rotors der Geschwindheitsverteilung durch 
eine materielle begrenzte Fläche f. Ist die totale Fluxion 
dieses Durchflusses stets Null, so müssen die Wirbelringe 
materiellen Bestand haben. Alle materiellen Flächenelemente, 
welche einmal die Oberfläche eines Wirbelfadens bilden, haben 
und behalten dann stets den Durchfluß D^O und bilden 
also stets die Oberfläche eines Wirbelfadens. Eine materielle 
Fläche, welche einmal einen vollen Querschnitt eines Wirbel- 
fadens gebildet hat, bildet also stets den vollen Querschnitt 
desselben. Da sie ihren Durchfluß D bewahrt, welcher die 
Wirbelstärke des Wirbelfadens bildet, so folgt noch außerdem 
der von Helmholtz (1852) aufgestellte Satz: Die Wirbelringe 
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bewahren nicht nur ihren materiellen Bestand, sondern 
auch ihre Wirbelstärke. Die kinematische Bedingung hier- 
für ist, daß für jede materielle Fläche f 

d 



dt 



D^O 



ist Nach Gleichung (c) in § 383 muß also, wenn wir i = ö 
aetzen 

rot(|^ + (rotli)x|>) =1=0. 

Da nun 

rot(|Vt>2):i=0 

ist, so folgt aus der Euler sehen Formel 382. (a) 
(a) rot li = . 

Die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, daß der Helmholtzsche Satz gilt^ ist, daß die 
Beschleunungen der Flüssigkeitsteile aus irgend 
welchen Ursachen stets rotorfrei verteilt sein müssen. 

387, Die Materialität der Wirbelfäden bringt es mit sich, 
daß sich dieselben mit der Geschwindheit ihrer Teile bewegen 
und deformieren. 

Ein kreisrunder gerader Wirbelzylinder kann deshalb un- 
verändert bestehen bleiben. Seine geraden Wirbelf aden werden 
mit desto größeren Geschwindheiten um die Achse des Zylinders 
gedreht, je weiter sie von derselben abstehen, was aber an der 
Geschwindheitsverteilung und also an dem Wirbelzylinder selbst 
nichts ändert. 

Hat der gerade Wirbelzylinder elliptischen Querschnitt, so 
verlaufen die Vektorlinien der Geschwindheitsverteilung eben- 
falls ringförmig um seine Adise, sind aber Ellipsen. Zu- 
folgedessen dreht sich zunächst der Wirbelzylinder um seine 
Achse, wobei aber die Pole der großen Achsen seines . ellip- 
tischen Querschnittes vorauseilen, so daß derselbe periodisch 
seine Exzentrizität ändert, während seine Achse sich dreht. 

Ein Wirbelring wird zunächst fortwährend umgestülpt, 
wobei jeder ringförmige Wirbelfaden desselben periodisch seinen 
Durchmesser ändert und bald an der Innen- bald an der 
Außenseite des Wirbelringes liegt. Da aber die Geschwind- 



Die totalen Flazionen. 267 

heiten im Inneren desselben größer sind als außen, so ist 
damit eine Translation verbunden. Der Wirbelring schreitet 
senkrecht zu seiner Fläche in jener Bichtung fort, in welcher 
die Vektorlinien der Geschwindheitsverteilung durch seine Fläche 
strömen. Da diese Translation durch die Differenz der Ge- 
schwindheiten der Wirbelfaden innen und außen bewirkt wird, 
ist sie desto langsamer, je größer der Umfang und je kleiner 
der Querschnitt des Wirbelringes ist, je mehr er sich also 
einem Wirbelzylinder nähert Außerdem ist sie natürlich der 
Wirbelstärke proportional, weil diese die absolute Größe der 
Geschwindheiten bestimmt. 

Nun verlaufen aber selbst bei einem kreisförmigen Wirbel- 
ring von kreisförmigem Querschnitt die Vektorlinien der Ge- 
schwindheit nicht sämtlich entweder innerhalb oder außerhalb 
des Wirbelraumes, sondern es gibt einige, welche an der 
Innenseite des Binges im Wirbelraum, an der Außenseite des- 
selben im Potentialraum verlaufen, wie man in Fig. 51 deutlich 
sieht. Diese transportieren also fortwährend Wirbelfäden aus 
dem Wirbelraum an der Innenseite fort, wo dadurch der 
Potentialraum vordringt, und an die Außenseite des Wirbel- 
ringes hin, wo derselbe sich also in den Potentialraum aus- 
breitet Während ihres Fortschreitens erfahren also die Wirbel- 
ringe eine fortschreitende Vergrößerung ihres Durchmessers. 

Sind zwei Wirbelringe vorhanden, so daß die Geschwind- 
heitsverteilung die vektorische Summe der Geschwindheits- 
verteilungen ist, welche jeder Wirbelring allein bewirken würde, 
so kommt zu den beschriebenen Wirkungen der eigenen Ge-» 
schwindheitsverteilungen noch der Transport durch die Ge- 
schwindheitsverteilung des anderen Wirbels hinzu. Zwei gleiche 
Wirbelringe von paralleler Fläche, welche hintereinander her- 
schreiten und beide dabei ihren Durchmesser vergrößern würden, 
werden sich gegenseitig anziehen, so lange bis ihre Flächen 
zusammenfallen, wobei der voranschreitende Bing seinen Durch- 
messer stark vergrößert, der innere denselben verkleinert, so 
daß die Binge durcheinander hindurchschlüpfen. Der voran- 
gehende Bing liegt nämlich in einem Teile des Feldes des 
folgendes Binges, in welchem die Vektorlinien der Geschwind- 
heit divergieren und die Geschwindheiten in ihrer Bichtung 
immer kleiner werden. Der folgende Bing liegt aber in einem 
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Teile des Feldes des yorangehenden Binges^ in welchem die 
Vektorröhren konvergieren und die Geschwindheit in ihrer 
Richtung immer größer wird. Sowie dies mit den einzelnen 
Wirbelfäden desselben Wirbelringes der Fall ist, schlüpfen die 
beiden Wirbelringe fortwährend gegenseitig durch ihre Off- 
nungen, werden also umeinander herumgestülpt 

Das umgekehrte gilt, wenn die Richtung aller Geschwind- 
heiten in dem Felde des einen Wirbelriuges die umgekehrte 
ist und die Wirbelringe gegeneinander fortschreiten. Sie stoßen 
sich dann gegenseitig ab und vergrößern, wenn sie sich in die 
Nähe kommen, ihren Durchmesser bedeutend. 

Man kann all dieses sehr leicht beobachten an dem Ver- 
halten der halben Wirbelringe^ welche entstehen, wenn man 
ein abgerundetes Blechstück oder einen Löffel in eine Wasser- 
oberfläche taucht, ein kurzes Stück senkrecht zu seiner Fläche 
fortfuhrt und dann rasch herauszieht (Helmholtz). Es tritt 
ein halber Wirbelring auf, der sich durch die paraboloidischen 
Pingen oder Einsenkungen verrät, welche die Wasseroberfläche 
dort zeigt, wo sie von den Querschnitten des Wirbelringes ge- 
troffen wird, und dessen Öffnung anfanglich denselben Kontur 
hat wie der Löffel. Dieser halbe Wirbelring kann meterweit 
während seines Fortschreitens beobachtet werden und es kann 
ihm leicht ein zweiter Bing nachgesendet werden, welchem man 
am besten durch eine etwas lebhaftere Löffelbewegung eine 
größere Wirbelstärke gibt, so daß er den ersten bald ein- 
holt und durch ihn hindurchschlüpft. Die Wirbelfäden dieser 
„halben" Wirbelringe sind natürlich wie immer geschlossene 
Binge, die sich aber an der Wasseroberfläche sehr flach aus- 
breiten und nur unter Wasser zu dem Halbring zusammen- 
schließen. 

Das Fortschreiten der heftigen Wirbelwinde, welche durch 
Staubsäulen gekennzeichnet sind, welche in ihrer Achse auf- 
steigen, ist bekannt. Ein solcher verheerender Luftwirbel zeigt 
seine eigene Fortschreitung, kann aber auch durch einen ge- 
wöhnlichen Wind transportiert werden. Das Fortschreiten der 
großen Zyklonen, welche auf die Wetterlage von Einfluß sind, 
ist wohl die wichtigste der hierher gehörigen Erscheinungen. 

388« Die totale Fluxion des Volumens der Flüssi^keitS" 
teilcken. Setzen wir in 383. (e) den SkalarÄ=l, so ergibt sich 
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div ö rf qp . 

<p 
VergL § 201. Die einfachste materielle Eigenschaft, das 
Volumen der Teilchen eines bewegten Mediums bleibt erhalten, 
wenn die Divergenz der Geschwindheitsverteilung Null ist. 
Inkompressible Medien zeigen also immer eine direr- 
genzfreie Geschwindheitsverteilung 

(a) divl> = 0. 

389. Die Deformation der Teilchen des bewegten Mediums. 
Auch in den allerkleinsten Teilen ist die Bewegung eines 
disformierbaren viel allgemeiner als jene eines starren Mediums, 
so daß man sich die kleinsten Teile einer Flüssigkeit keineswegs 
wie nebeneinanderliegende kleine starre Körper vorstellen kann. 
Ein Haufen feinen Sandes kann im großen dieselbe Geschwind- 
heitsverteilung wie eine Flüssigkeit haben, doch ist dieselbe 
in den kleinsten Teilen eine ganz andere. 

Allerdings kann sich ausnahmsweise ein kleinerer oder 
größerer Teil der Flüssigkeit wie ein starrer Körper bewegen. 
Es ist dies z. B. bei Translationen der Flüssigkeit ^und in 
einem geraden gleichförmigen Wirbelzylinder mit Genauigkeit, 
im Innern jedes Wirbelringes mit einiger Annäherung der Fall. 

Die Bedingung, daß dies eintritt, ist nach 248. (a) eine 
skalare. Daß sich ein Teilchen des Mediums ohne Form- 
änderung bewegt, wird ebenfalls durch das Verschwinden einer 
Zahl angezeigt, welche eine skalare Derivation der Ge- 
schwindheitsverteilung ist, sich aber auch unter Berück- 
sichtigung der Beschleunungsverteilung erkennen läßt. Die 
DifFerentialgesetze erster Ordnung der Geschwindheitsverteilung 
selbst reichen aber nicht aus, um zu erkennen, ob die Flüssig- 
keit sich in einem ihrer kleinsten Teile wie ein starrer Körper 
bewegt 

In einem starren Körper gelten die Verteilungsgesetze 

div ö =i. und rot ö ^^ 2 tti. 

Das erste wird von einer inkompressiblen Flüssigkeit 
bei jeder Bewegungsform erfüllt Das zweite, nach welchem 
der Rotor der Geschwindheit konstant ist, ist in allen homo- 
genen Strömungsfeldern erfüllt, d.i. in allen Feldern, in 
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welchen die Geschwindheit H eine lineare Funktion des 
Orts Vektors t ist In den kleinsten Teilen einer Flüssigkeit 
ist dies immer der Fall. 

Eine inkompressihle Flüssigkeit erfüllt also stets 
in ihren kleinsten Teilen dieselben Differentialgesetze 
erster Ordnung der Geschwindheitsverteilung wie ein starrer 
Körper. 

Die Bedingung, daß einer ihrer kleinsten Teile die Be- 
wegungsform eines starren Körpers hat, ist, daß die Be- 
schleunungsverteilung in diesem Punkte demselben Diflfe- 
rentialgesetz 377. (a) folgt. Es muß also 

(a) div-|^l> + i(rotl>)2 = 

sein. Ist diese Gleichung in einem kleineren oder größeren 
Teile einer inkompressiblen Flüssigkeit erfüllt, so ist die 
Geschwindheitsverteilung in diesem Gebiete durch 

(b) ö=i=t>o +l(rott>)xt 

darstellbar, worin t>Q die Geschwindheit irgend eines Teilchens 
der Flüssigkeit und t der Abstand von diesem Teilchen ist. 

Eine kompressible Flüssigkeit kann jedoch die 
Gleichung (a) erfüllen und sich dennoch nicht wie ein starrer 
Körper bewegen. Andererseits können unendlich kleine Ab- 
' weichungen in der Geschwindheitsverteilung endliche Ab- 
weichungen in der Beschleunungsverteilung bestimmen, so daß 
Gleichung (b) nahezu erfüllt ist und doch Gleichung (a) gar 
nicht erfüllt ist. 

Wenn z. B. die Geschwindheit überall die Richtung des 
Radius r und die Größe 

hat, so ist rot = und div i = 0, also die Gleichung (a) er- 
füllt, und doch ist dies eine Strömung, welche weder ein 
starrer Körper noch eine inkompressihle Flüssigkeit auszuführen 
fähig ist. Andererseits führt uns die Frage, welche endliche 
Abweichungen der Beschleunungsverteilung bei nahezu ge- 
gebener Geschwindheitsverteilung noch möglich sind, auf die 
allgemeine Form der gesuchten Bedingung. 
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Die Geschwindheit H erfülle in endlichem Baume bis auf 
die unendlich kleinen Abweichungen it die Gleichung (b) 

ö — II = öjj + ^ (rot ö) X X, 

worin rotH konstant ist. Es folgt zunächst 

divö = divii. 

Bilden wir die Divergenz der totalen Fluxion und zwar 
auf der rechten Seite der Gleichung nach § 877 

Berücksichtigen wir die für jede beliebige Vektorverteilung 
gültige Bechenregel 

(c) div— i-r ji-divtt = divtt- Vt» — »• V divu. 

^ ' dt dt * 

Falls u unendlich klein ist, so verschwinden beide Glieder 
der rechten Seite und wir erhalten 

div — = — div it = — div t) • 
dt dt ^ dt ^ 

Die notwendige Bedingung, daß sich eine Flüssigkeit 
in einem ihrer kleinsten Teile wie ein starrer Körper bewegt, 
lautet also: 

(d) div^y - -^divö + i(rotl>)a i 

oder 

(e) divö. V:t> — t>* Vdivö + ^(rotl>)2 i 0. 

Nach 357. ist dieser Wert, ohne dessen Verschwinden 
die Bewegungsform des betrachteten Teilchens nicht defor- 
mationsfrei sein kann, der erste Skalar zweiter Ordnung der 
Dyade V ; ^> (!• b. der erste Skalar des Quadrates der symme- 
trischen Dyade [V:i>]. Die obigen Gleichungen lassen sich 
also auch in der Form 

(f) [V;>»].'iO 

schreiben. Wenn aber der Skalar des Quadrates einer sym- 
metrischen Dyade Null ist, muß diese selbst Null sein. Die 
Dyade V;ö ist also antisymmetrisch 
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Die Bedingung (d); (e) oder (f] ist also auch hinreichend, 
um die Bewegungsform als die eines starren Körpers (yergl.376.) 
zu charakterisieren. Diese Ableitung läßt sich auch um- 
kehren. 

Der zweite Skalar der derivierten Dyade ist, wenn von 
Null verschieden, ein wichtiges Maß der Abweichung der Be- 
wegungsform von der eines starren Körpers, und soll die 
Deformationsgeschwindheit des betrachteten Teilchens des 
Mediums genannt werden. Insbesondere bestimmt derselbe die 
Wärmeproduktion bei der Bewegung zäher Flüssigkeiten. 

390» J)ie longitudinalen und transversalen Wellen. Be- 
trachten wir die Gleichung 

(a) Ua=c.V:ti, 

worin H eine variable Vektorverteilung, c aber ein konstanter, 
von Ort und Zeit unabhängiger Vektor ist. Die totale Fluxion 
des Vektors H in einem Punkte, welcher sich mit der Ge- 
schwindheit — c in dem Felde bewegt, ist 

Gleichung (a) stellt also die lokale Fluxion einer Vektor- 
verteilung dar, deren totale Fluxion Null ist, welche sonach 
unveränderlich ist, sich aber mit der Geschwindheit — c 
fortpflanzt. Dieser Typus der Fortpflanz;ungßgleichung reicht 
nicht aus zur Darstellung jener Fortpflanzungen unveränder- 
licher Vektorfelder, welche in jeder Richtung mit gleicher 
Größe c der Fortpflanzungsgeschwindigkeit stattfinden können. 
Wir müssen trachten, daß das Quadrat der Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit c in der Fortpflanznngsgleichung erscheint. 
Betrachten wir zu diesem Zwecke die Fortpflanzung der 

Fluxion -Kj-' Dieselbe wird durch die allgemeine Fortpflanzungs- 
gleichung 

(b) Ä-|7-'-V;|| = c-V:(c.V:».) 

dargestellt, welche wir nur für zwei wichtige Spezialfälle auf- 
lösen wollen. 
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391. Es sei der Vektor H rotorfrei verteilt und überall 
parallel zur Fortpflanzungsrichtung. Dann nennt man 
die Fortpflanzung eine longitudinale 

rot t> = und ö x c = . 

Dann folgt aus den Eechenregeln 350. und 371. 

C. V;Ö = cdivö = grad(c-l>), 

und es ist deshalb c parallel zu (graddivH) 

c X grad div ö = — rot (c div ö) = , 

und endlich ist 

c- V;(C« V ;t>) = c- V;(cdiv|>) = cdiY(cdiv|>) = c (c • grad div ö) 

oder 

c • V ; (c • V • ö) = c^ grad div ö . 

Wir erhalten also für eine longitudinale nach be- 
liebiger Eichtung mit einer Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
von gegebener Größe c fortschreitende Vektorverteilung die 
Differentialgleichung 

(a) -l^^c^graddivö. 

393. Es sei der Vektor H divergenzfrei verteilt, er und 
sein Rotor senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung. Dann 
nennt man die Fortpflanzung eine transversale 

div|>=i=0 und ö-c^O. 

Dann folgt aus den Rechenregeln 350. und 873. 
c . V : ö ~ — c X rot ö = — rot (c X ü) , 

und es ist deshalb c senkrecht auf rot rot H 

c • rot rot H = div (c x rot ö) = , 

und endlich ist, da auch c • rot ö = sein soll 

c- V;(c- V;ö) - — c- V:(cxrotl>) :!= + c x rot(cxrotli) ' 

= c X (c X rotrotö) 
oder 

c- V ;(c* V ;t>) = — c^rotrotö. 

Wir erhalten also f&r eine transversale nach beliebiger 
Richtung mit einer Fortpflanzungsgeschwindigkeit von ge- 

Jaumann, fiewegungslehre. 13 
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gebener Größe c fortschreitende VektorTerteilung die Diffe- 
rentialgleichung 

(a) -g-^ = — c'rotrotö, 

in welcher das negative Vorzeichen wesentlich ist und nicht 
von der Definition der rotorischen Produkte abhängt. 



IV. Die idealen FlOssigkelten. 

17. Die inneren Beschlennimgen idealer Flüssigkeiten. 

393« Die Teile eines kontinuierlichen Mediums können 
partielle Beschleunungen verschiedener Herkunft haben: elek- 
trische^ magnetische, meist wohl nur Gravitationsbeschleunungen. 
Wir nennen dieselben äußere Beschleunungen g. Selten sind 
dies die wahren Beschleunungen i, mit welchen sich die Teile 
des Mediums bewegen, sondern es kommen noch die inneren 
Beschleunungen g' des Mediums hinzu. Man bezeichnet diese 
Beschleunungs Verteilungen als die Elastizität oder Zähigkeit 
des Mediums 

4 =^ B + «'. 

Femer ist für die Bewegung kontinuierlicher Medien die 
Verteilung einer spezifischen skalaren Eigenschaft desselben, 
welche man die Dichte fi nennt, von Wichtigkeit Nicht die 
inneren Beschleunungen g', sondern ein Fluktor jtig' derselben 
ist durch einfache Gesetze bestimmt 

Es gibt Medien, in welchen dieser Fluktor immer 
rotorfrei verteilt ist Diese nennt man ideale Flüssig- 
keiten. 

Ehe wir das Verhalten einer idealen Flüssigkeit aus dieser 
Definition ableiten und jene Medien aufweisen, welche dieses 
Verhalten mit hinreichender Annäherung beobachten lassen, 
wollen wir zeigen, daß ein solches Vorkommen weder vom 
Standpunkt unserer mechanischen Kenntnisse noch unserer 
sonstigen physikalischen Erfahrungen etwas Ungewöhnliches ist 

394. Betrachten wir ein Teilchen vom Volum dcp und 
der Masse (ß,d(p im Innern der Flüssigkeit, welches die innere 
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Beschleunnng g' zeigt Das außerhalb der Oberfläche des 
Volums d(p liegende Medium zeigt entsprechende Gegen- 
beschleunungen. 

Die inneren Beschleunungen g' der Flüssigkeiten haben den 
Typus der irdischen Beschleunungen^ d. h. sie hängen 
von den Eigenschaften der gegenbeschleunten Körper 
nicht ab (s. § 212). 

Weil die Massen aller außerhalb der Oberfläche des Volums 
d (f liegenden Stoffe keinen Einfluß auf die Beschleunnng g' hat^ 
so muß nach 213. die Beschleunungsgröße fidcpg^' durch ein 
von allen Massen unabhängiges Gesetz bestimmt sein. Da 
das Volum d(p beliebig in der kontinuierlichen Flüssigkeit 
abgegrenzt werden kann, so muß man also erwarten, daß der 
Fluktor fjb%' der inneren Beschleunungen durch ein ein- 
facheres Gesetz bestimmt wird als diese selbst, indem derselbe 
nicht von der Dichte /jl in dem betrachteten Punkte abhängt, 
während g' derselben cet par. verkehrt proportional ist. 

Die Bewegungsgleichungen kontinuierlicher Medien stellen 
den Fluktor mg' derart als Funktion des Ortes dar, daß das 
Gegenbeschleunungsgesetz erfüllt ist. 

395« Alle fundamentalen Gesetze, welche physikalische 
Vektorverteilungen bestimmen, werden am besten in die Form 
von lokalen Differentialgleichungen gebracht. Sie geben 
dann Beziehungen der Werte skalarer oder vektorischer Eigen- 
schaften eines kleinen Teilchens des Mediums, während 
die Zustände und Eigenschaften der ferneren Umgebung ganz 
gleichgültig sind. 

Ferner ist gewöhnlich nicht der Wert des Vektors selbst, 
sondern meist der seiner Derivationen, im einfachsten Falle 
seiner Divergenz oder seines Botors direkt bestimmt So 
gibt z. B. das lokale Differentialgesetz der Verteilung der 
Gravitationsbeschleunung 193. (a) die Divergenz derselben an, 
welche überall der Dichte proportional ist. Das Gesetz der 
Verteilung des magnetischen Vektors im Felde galvanischer 
Ströme gibt den ßot,or derselben direkt an, welcher gleich 
dem Produkt des elektrischen Vektors und der Leitfähigkeit 
des Mediums ist. 

Es gibt also weite Gebiete, in welchen die Divergenz der 
Gravitationsbeschleunung Null ist, nämlich jene, in welchen 

18* 
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die Dichte Null ist Es gibt weite Gebiete in magnetischen 
Feldern, in welchen der magnetische Kotor Null ist. Es findet 
dies in jenen häufig vorkommenden Medien statt, welche man 
Nichtleiter nennt, und zwar findet es nur dann statt, wenn 
die zeitlichen Veränderungen des Feldes nicht allzu rasche sind. 

Ganz denselben Charakter haben die Gesetze der Ver- 
teilung des Fluktors fi g' der inneren Beschleunungen kontinuier- 
licher Medien. Auch hier ist der Eotor dieses Fluktors durch 
ein dii^ktes Gesetz bestimmt utid proportional einer spezi- 
fischen Konstanten des Mediums, welche man in Flüssigkeiten 
den Zähigkeitsmodul, in elastischen Stoffen den Torsionsmodul 
nennt. Auch hier gibt es Stoffe, in welchen diese spezifischen 
Konstanten sehr klein sind, und diese nennt man ideale 
Flüssigkeiten. 

Die Analogie geht noch viel weiter. Der Kotor des 
Fluktors jug' ist ebenfalls nur bei langsamen Veränderungen 
des Feldes in idealen Flüssigkeiten Null. Sowohl in zähen 
Flüssigkeiten als in leitungsfähigen Stoffen ist das Vor- 
handensein des Rotors (dort des Eotors der inneren Be- 
schleunungen, hier des Rotors des magnetischen Vektors) mit 
einer Wärmeproduktion verknüpft. 

396« Ideale Flüssigkeiten nennt man Medien, in welchen der 
Fluktor fji g' der inneren Beschleunungen stets ein skalares Potential 
hat. Diesen einfachsten Fall der Verteilung der inneren Be- 
schleunungen zeigen, wie wir leicht erkennen werden, die 
meisten Flüssigkeiten bei nicht allzu raschen Deformationen 
mit hinreichender Annäherung. Auch Dämpfe und Gase sind 
nahezu ideale Flüssigkeiten im Sinne dieser Definition. Nicht 
so die zähen Flüssigkeiten und alle festen Körper, in welchen 
der Fluktor der inneren Beschleunungen nur ausnahmsweise 
rotorfrei verteilt ist 

Wir bezeichnen den negativen Wert des skalaren 
Potentials des Fluktors in idealen Flüssigkeiten mit dem 
Namen der Spannung p. Der Fluktor ist dann der nega- 
tive Gradient der Zahl p 

Streng genommen ist diese Gleichung die Definitions- 
gleichung der beiden skalaren Werte fx und />, da es nicht 
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ganz zulässig ist, den Begriff der Flüssigkeitsdichte fi aus 
der Theorie der Bewegung diskreter starrer Körper herzu- 
nehmen. Immerhin gibt diese dreifache Gleichung noch ein 
Bestimmungsstück der Beschleunungsverteilung. 

Die Bewegungsgleichung idealer Flüssigkeiten 
hat die Form 
(a) IJ''0= - Vp + fii, 

worin g die äußeren BeschleunuDgen sind. 

397. ürste Methode der Lichtebestimmung. um die Dichte 
einer Flüssigkeit zu messen, kann man dieselbe in ein Fläschchen 
(Pyknometer) von bekanntem Fassungsraum füllen, und durch 
zwei Wägungen dessen Masse^ wenn es mit der Flüssigkeit, 
und wenn es mit Luft gefüllt ist, bestimmen. Man erhält so 
streng genommen nicht die Dichte der Flüssigkeit, sondern 
die Differenz dieser und der Dichte der Luft. Diese 
letztere können wir erst in Kap. 21 genau auswerten. 
Sie ist nur ein kleiner Bruchteil der Flüssigkeitsdichten, 
den wir zunächst vernachlässigen wollen. 

Die Untersuchung der Flüssigkeitsbewegungen wird also 
ebenso wie jene der Bewegung diskreter starrer Körper durch 
den günstigen Umstand sehr erleichtert, daß die Luft nur 
geringen Einfluß auf diese Bewegungen, also nur geringe 
Masse hat 

Es ist leicht, durch Wägungen einer mit Luft und mit 
anderen Gasen gefüllten Flasche zu zeigen, daß die Diffe- 
renzen der Dichten aller Gase nur einen kleinen Bruchteil 
der Differenz der Dichten von Wasser und Luft ausmachen. 

Alle Gase haben sonach Dichten, welche nur kleine Bruch- 
teile der Flüssigkeitsdichten sind. 

398. Die Gebiete konstanten Potentials. Da die Dichte 
der Gase verschwindend klein ist, so ist der Fluktor der Be- 
schleunung viel kleiner als diese selbst, d, h. das Potential p 
hat ein sehr kleines Gefälle. Ein nicht allzu großer, mit 
einem nicht allzu stark beschleunten Gase erfüllter Baum 
kann demnach als ein Raum konstanter Spannung p an- 
gesehen werden. 

Zufolgedessen gehören alle Oberflächen miteinander zu- 



278 Bewegung der deformierbaren Medien. 

sammenhängender Flüssigkeiten, welche an denselben G-asranm 
grenzen, derselben Niveaufläche der Spannung an. 

Dieses Verhalten der Gase vereinfacht die Analyse der 
Flüssigkeitsbewegongen in demselben Maße, in welchem das 
Verhalten der Leiter das Verständnis der elektrostatischen 
Erscheinungen erleichtert Die Verteilung der Beschleunungen 
in einer Flüssigkeit, welche Gasblasen yerschiedener Spannung 
enthält, ist dieselbe wie die Verteilung des elektrischen Vektors 
in einem Isolator, welcher gleichgeformte Konduktoren von 
entsprechenden Potentialen enthält Ist dieses ganze Feld ein- 
gehüllt Ton einer leitenden Schale, oder erstreckt es sich ins 
unendliche, so ist in demselben das Baumintegral des elek- 
trischen Vektors Null. Ebenso ist das Gesetz der Erhaltung 
der Bewegungsgrößen in einem von Flüssigkeiten erfüllten 
Baume q) gültig, wenn dieser yon einem Gasraume eingehüllt 
wird. Ist Pq das konstante Potential an der Oberfläche o 
dieser Flüssigkeit, so ist 

d. h. es ist die Summe der inneren Beschleunungsgrößen aller 
Flüssigkeitsteile Null. 

Jede Bewegungsgleichung eines kontinuierlichen Mediums 
muß, damit das Gegenbeschleunungsprinzip erfüllt ist, 
den Fluktor jug' als Funktion des Ortes angeben. Verwandeln 
wir das Baumintegral desselben in ein Oberflächenintegral, 
was immer möglich ist, so muß dieses für die Grenzfläche 
jenes Baumes, in welchem die Bewegungsgröße erhalten 
bleiben soll, gleich Null sein. 

Dasselbe gilt für die Erhaltung der Bewegungsmomente 
(Flächensatz). Sei t der Ortsvektor der Flüssigkeitsteile, so ist 

Totpt ^ "^ pxt 
und 

1 r X jug'dy =i= jS7 pxtd<p ^ JToiptdip ^ jdoxpt. 

q> <p q) 

Für jede geschlossene Oberfläche ist 



jdoxt^ JTOit d(p ^ 0. 



V 
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Ist Pq das konstante Potential an der Oberfläche der 
Flüssigkeit^ so ist 

fr X ju g' flf qp = jrf X ;?Q t = , 

<p 

also der Flächensatz erfüllt. 



Flttssigkeitsbewegmigen mit BesehleunungspotentiaL 

399. Ehe wir die allgemeine Form der Bewegung idealer 
Flüssigkeiten betrachten, müssen wir einen noch spezielleren 
Fall der Flüssigkeitsbewegung beschreiben, welcher so wichtig 
ist und so häufig vorkommt, daß die Eigenschaften, welche 
eine Flüssigkeit in diesem Falle zeigt, oft irrtümlich für Eigen- 
schaften gehalten werden, welche den idealen Flüssigkeiten 
bei allen Bewegungsformen zukommen. 

Wir betrachten in den zunächst folgenden Abschnitten 
die Bewegungen von Flüssigkeiten, deren Geschwindheits- 
verteilung die kinematische Bedingung 

(a) ^ rot ti = rot (ö x rot \>) 

erfüllt. Es sind dies zunächst alle ruhenden Flüssigkeiten 
(ti = 0) und alle Flüssigkeiten, die sich ohne Wirbelringe (mit 
Geschwindheitspotential) bewegen (rotti = 0), aber auch 
weit allgemeinere Strömungsformen. 

Nach der Euler-Lambschen Formel 382. (a) ist diese 
kinematische Bedingung identisch mit 

rot^^O. 

dt 

Die wahren Beschleunungen i der von uns betrachteten 
Strömungsformen sind also immer rotorfrei verteilt. Es gehört 
sonach z. B. zu denselben auch die konstante Botation einer 
Flüssigkeit, wobei sich dieselbe wie ein starrer Körper bewegt 
Ist nämlich die Eotationsbeschleunung dl eines starren Körpers 
Null, so ist nach 378. (a) auch der Rotor der wahren Be- 
schleunungen Null. 

Alles dieses gilt auch für nicht ideale Flüssigkeiten, be- 
sonders oft zeigen aber ideale Flüssigkeiten Bewegungs- 
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formen, welche diese kinematische Bedingung erfüllen. Diese 
wichtige Tatsache wollen wir erst in Kap. 18 in ihren Kon- 
sequenzen verfolgen. 

Sehr oft sind die äußeren Beschleunungen g rotorfrei 
verteilt. Erfüllt nun eine ideale Flüssigkeit die kinematische 
Bedingung 399. (a), ist also ihre wahre Beschleunung i eben- 
falls rotorfrei verteilt, so gilt das gleiche auch für ihre 
inneren Beschleunungen g' 

rotg' ^ 0. 

Der Fluktor fjL g' der inneren Beschleunungen ist aber in 
idealen Flüssigkeiten der Definition nach rotorfrei verteilt. 
Es ist 

rot ju g' = oder ju rot g' + V i« x g' = . 

Es folgt also 

V jti X g' :^ . 

In solchen Strömungen stehen die inneren Beschleunungen 
auf den Niveaufläohen der Dichte immer senkrecht. Die 
Niveauflächen der Dichte und der Spannung fallen also bei 
dieser Bewegungsform zusammen. 

Da die Grenzflächen homogener, verschieden dichter, 
nicht mischbarer Flüssigkeiten notwendig Niveauflächen der 
Dichte sind, so sind sie bei dieser Bewegungsform auch Niveau- 
flächen der Spannung und stehen auf den inneren Beschleu- 
nungen senkrecht. 

400, Das häufige Vorkommen der Flüssigkeitsbewegungen 
mit Beschleunungspotential bringt aber auch eine Schwierig- 
keit mit sich, die wir erst viel weiter unten beseitigen können. 
Da die BeweguDgsgleichung 896. (a) den absoluten Wert der 
Dichte enthält, kann man im allgemeinen aus gemeinsamen Be- 
wegungen zweier Flüssigkeiten (oder, wie wir sehen werden, 
einer Flüssigkeit und eines starren Körpers) das Verhältnis 
ihrer absoluten Dichten bestimmen. 

Nicht so, wenn die inneren Beschleunungen g' selbst ein 
Potential haben. Dann sind ausnahmsweise dieselben Flüssig- 
keitsbewegungen möglich, wenn die Dichte ju sämtlicher be- 
teiligter Flüssigkeitsteile um die additive Konstante x ver- 
größert wäre, denn da yg' ein Potential hat, hat der Flaktor 
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(ß + x)fi' ebensogut wie der Flaktor fi g' ein Potential und 
erfüllt also die Bewegungsgleichung 396. (a). Man kann sonach 
aus der Beobachtung von Flüssigkeitsbewegungen mit Be- 
schleunungspotential die Dichten nur bis auf eine unbekannte 
additive Konstante, d. h. nur das Verhältnis der Dichten- 
differenzen dreier Flüssigkeiten, nicht das Verhältnis der 
absoluten Dichten zweier Flüssigkeiten bestimmen. 

Nur deshalb, weil man zufällig meist Flüssigkeitsbewegungen 
mit Beschleunungspotential beobachtet, entsteht die irrige Vor- 
stellung, daß die Dichtendifferenzen und nicht, wie es 
richtig ist, die Dichtenverhältnisse von physikalischer Be- 
deutung sind. 

401. Erstes Beispiel: Strömungen mit OeschwindheitspotentiaL 
Diese haben nach 399. (a) auch immer ein Beschleunungspotential. 
Hat das Geschwindheitspotential aus irgend einem Grunde Be- 
stand, d. h. bilden sich keine Wirbelringe, so ist die Spannung 
nur von der Dichte abhängig, auch wenn die Flüssigkeit 
inhomogen und ungleichmäßig temperiert ist 

Beschränken wir uns auf die Betrachtung stationärer 
wirbelfreier Strömungen. In diesen hat die Beschleunung i 
nach der Euler sehen Formel den Wert 

Die Spannung p bestimmt sich nach 396. (a) durch 

Soweit die Flüssigkeit konstante Dichte hat, gilt also 

(a) p + -^ ju t|2 = - iw^o (Ä + konst.), 

worin h die Höhe ist. Betrachten wir in einer solchen Flüssig- 
keit Orte, welche notwendig gleiches Potential p haben 
(z. B. zwei an denselben Luftraum grenzende Oberflächenstücke) 
und ruht die Flüssigkeit an einem derselben, der die Höhe h^ 
hat, so hat sie an den anderen Orten gleichen Potentials p 
die Geschwindheit 

Dies ist Torricellis Gesetz der Ausflußgeschwindheiten. 

In einer beliebig gekrümmten dünnen Bohre von kon- 
stantem Querschnitt strömt eine inkompressible Flüssigkeit 
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mit überall gleicher Geschwindheit und herrscht also die von 
der G^schwindheit unabhängige Spannungsyerteilung 

Hat die Eohrleitung variablen Querschnitt, so ist die Ge- 
schwindheit der Flüssigkeitsströmung dem Querschnitt q des 
Rohres verkehrt proportional 

ti ^ konst — . 

a 

Ist die Rohrleitung horizontal {h = konst.), so ist 

P-Po = il^<(^-^^)' 

Die Spannung ist hiemach in kleinen Querschnitten der 
Rohrleitung klein. Dort, wo sich der Querschnitt verjüngt, 
sinkt das Potential p und hat also sein Gefälle die Richtung 
der Strömung. Tatsächlich muß an einer solchen Stelle die 
Geschwindheit zunehmen, also die Beschleunung die Richtung 
der Strömung haben. Ist an weiten Stellen der Rohrleitung 
die Spannung größer als jene der Außenluft, so wird das 
Wasser durch Löcher oder seitliche Ansatzröhen ausfließen. 
An engen Stellen derselben Rohrleitung kann die Spannung 
aber kleiner sein als jene der umgebenden Luft und diese 
wird dann durch seitliche Ansatzröhren einströmen, worauf 
die Wasserstrahlsaugwerke und Gebläse beruhen. 

402. Strahlbüdung. Sind zwei verschiedene Flüssigkeiten 
durch eine ruhende Wand getrennt, welche von einer Ausfluß- 
öffnung durchbrochen ist, so kann die Flüssigkeit, deren 
Spannungen höher sind, in stationärer Form in den anderen 
Raum übertreten, so daß sich eine Trennungsfläche von kon- 
stanter Form, die Oberfläche des Strahles bildet Es ist 
möglich, daß die den Strahl bildende Flüssigkeit sowohl, als 
auch die den Strahl unmittelbar umgebende Flüssigkeit eine 
Potentialströmung ausfuhren, wenn auch in letzterer Flüssig- 
keit stets ein Wirbelring vorhanden sein muß, der den Strahl 
umschließt, so daß dieser durch seine Öffnung fließt Die 
Oberfläche des Strahles muß nun nach 899., weil sie eine 
Niveaufläche der Dichte ist, und die Strömung ein Beschleunungs- 
potential hat, auch eine Niveaufläche der Spannung sein. 
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Sehen wir von der Schwerebeschleunnng ab, so haben 
also die Flüssigkeitsteile keine Beschleunung in der Ober- 
fläche des Strahles, sondern nur eine Zentralbeschleunnng 
senkrecht zu derselben gegen den Ej-ümmungsmittelpunkt ihrer 
Bahn. Die Größe der Geschwindheit mit der sie sich in 
der Oberfläche bewegen, bleibt konstant, und da im Gebiete 
jeder der beiden homogenen Flüssigkeiten nach 401. (a) 

/? + ijtiti* = konst, 

so muß auf der ganzen Oberfläche des Strahles dieselbe 
Größe der Geschwindheit vorhanden sein. Tatsächlich 
würde es der als rotorfrei voraus- 
gesetzten Verteilung der Ge- 
schwindheit widersprechen, wenn 
in benachbarten StromUnien der 
Oberfläche verschiedene Ge- 
schwindheit vorhanden wäre. 

Die Oberfläche des Strahles 
muß an der Ausflußöffnung so 
in die Oberfläche der Gefäßwand 
übergehen y daß beide am Ilande 
der ÖfiEhung gemeinsame Tan- 
gentialebenen haben (Fig. 85). 
Denn hätten die Stromlinien eine 
schaiife Knickung, so müßte dort 
die Zentralbeschleunung der 
Flüssigkeitsteilchen der unendlich 

starken Krümmung der Bahnlinie wegen unendlich sein, was 
nicht möglich ist Je nachdem die Gefäßwand an der Aus- 
flußöfihung trichterartig konvergiert, zylindrisch ist oder 
divergiert, muß sich der Strahl kontrahieren, zylindrisch bleiben 
oder erweitern. Kirchhoff hat für ebene Strömungen mit 
Hilfe konformer Abbildungen die Strahlformen berechnet^] 

403. Zweites Beispiel: Konstante Rotation, Wenn heterogene 
nicht mischbare Flüssigkeiten gemeinsam um eine vertikale 
Achse rotieren, so sind ihre wahren Beschleunungen die Zentral- 
beschleunungen 




Fig. 85. 



^) Kirchhoff, VorloBungen über math. Physik. 1. Bd. 22. Vorlesung 
(S. 290). 



284 



Bewegung der deformierbaren Medien. 



<>=?= - 
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worin a der senkrechte Abstand von der Achse und r die 
Umlanfszeit ist. Diese haben ein Potential 



P= - 



2 71^ 



a 



2 



Die Schwerebeschleunung hat das Potential — g^h, worin 
h die Höhe ist. Die inneren Beschleunungen g' haben also 
das Potential 

Da nach der Bewegnngsgleichung 

ist, so haben die Flüssigkeiten, soweit ihre Dichte konstant 
ist, die Spannungsverteilung 

p = [jb — §— ö^— f^ffo^ + '^onst. 

Die Niveauflächen der Spannung haben die Gleichung 

— ^ a^ — ff^h == konst. 

Solche Rotationsparaboloide müssen also auch die Grenz- 
flächen homogener verschieden dichter, gemeinsam rotierender 

Flüssigkeiten sein. Auch die 
Oberfläche einer rotierenden 
Flüssigkeit hat diese Form, gleich- 
gültig ob das daran grenzenze Gas 
mit rotiert oder nicht, da diese 
Oberfläche der geringen Dichte 
des Gases wegen jedenfalls eine 
Niveaufläche der Spannung ist. 
Fig. 86 stellt die Form dieser 
Grenzflächen für die Umlaufszeit 




= 2 71 1/— = 0,2 sec. 



Fig. 86. 



dar, für welche der Parameter c 
derselben den Wert 1 hat 
404. Konstante Beschleunung. Wenn noch spezieller diese 
Flüssigkeiten sich mit der konstanten Beschleunung ip in 
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gerader Richtong verschieben, so sind auch die ioDeren Be- 
schleunnngen 

ß'-ö-Bo 
konstant, die NiyeaafläGhen der Spannung und die 0-renz- 
ääohen der FlüBsigkeiten sind Ebenen, welche auf g' senk- 
recht stehen (Fig. 87). Die schiefe Einstellung der Oberflächen 
von FlUBsigkeiten in fahrbaren Ee- 
servoirs während des Änfahrens und 
Änbaltens ist bekannt, und oft z. B. bei 
dem Transport glühend äüssigen Eisens 
vom Hochofen zum Bessemerwerk oder 
bei Schiffshebewerken von technischer 
Wichtigkeit. 

405. Drittes Beitpiel. In ruhenden 
inhomogenen Ffüssiffkeilen sind die inneren " 

Bescbleunungen überall der Schwere- Fig. 87. 

bescblßimung gleich und entgegengesetzt, 

und die Niveauäächen der Spannung fallen sönacb mit den 
Ortbogonalflächen der Schwerebeschleunung zusammen, sind 
also mit Annäherung horizontale Ebenen, so daß die Spannung^ 
nur von der Höhe k abhängt Die Bewegungsgleicbung 396. (a) 
nimmt die Form an 

Pflo — + V P oder dp = — ptg^dh, 

woraus folgt 

>^ 

Pi -Pi=9aft^'^'^ = i'o9oi^-Ki- 

Das Integral stellt die Masse einer der rahenden Flüssig- 
keit entnommeneD vertikalen Säule von 1 cm* Querschnitt 
dar, fifj ist das nach der Höhe genommene arithmetische 
Mittel der Dichte. Diese hängt ebenfalls nur von der Höhe ab. 

Da die waiiren Bescbleunungen Null sind, ist die Dichte 
nach 399. auch in ganz ungleichartigen ruhenden Flüssig- 
keiten bei beliebiger Verteilung der äußeren Bescbleunungen 
eine Funktion der Spannung allein, und die Grenzflächen 
verschiedener Flüssigkeiten sind Niveauäächen der Spannung, in 
unserem Falle also Orthogonalffächen der Schwerebescbleunung. 
Deshalb ist die Oberfläche des ruhenden Meeres annähernd 
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kugelförmig. Die Oberfläche ruhender Gebirgsseen stellt die 
genaue Form der zufolge der Gravitation der Gebirgsmassen 
etwas unregelmäßigen Niveaufläche der Schwerebeschleunung 
dar, freiUch nur dann, wenn die darüber stehende Luft sich 
nur mit geringen Beschleunungen bewegt. 

406« Zweite Methode der Bichtehestmmung. Jede spezielle, 
vollständig berechenbare Flüssigkeitsbewegung kann, wenn ein 
Anhaltspunkt für die Spannungs Verteilung p gegeben ist, zu 
Dichtemessungen verwendet werden, und umgekehrt In der 
Praxis beschränkt man sich meist auf ruhende Flüssig- 
keiten. Nach 400. können wir dann nichts anderes hoffen, als 

das Verhältnis der Dichtendiffe- 
renzen dreier Flüssigkeiten bestimmen 
zu können. 

Drei nicht mischbare Flüssigkeiten 
von den Dichten fi^ fi^ fji^ mögen einen 
zweifach zusammenhängenden , starr 
begrenzten Baum, z. B. eine ringförmig 
geschlossene Bohre, erfüllen, und in nur 
drei Trennungsebenen zusammenstoßen, 
Fig. 88. welche horizontal sein müssen und die 

Höhen h^h^h^ haben (Fig. 88). 
Der Umlauf des Fluktors juj^ in diesem Bing ist Null, 
weil derselbe ein Potential p hat, wobei wir (wie der Erfolg 
zeigt mit Becht) voraussetzen, daß dieses Potential nicht 
periodisch verteilt ist, wenn die Bohre nicht zu kleinen 
Querschnitt hat Es ist also 

Das Verhältnis der Niveaudifferenzen gibt also das ge- 
suchte Dichteverhältnis. Ist die eine Flüssigkeit ein Gas, so 
ist eine der drei Dichten zu vernachlässigen, und man erhält 
mit Annäherung das Verhältnis der absoluten Dichten der 
anderen zwei Flüssigkeiten. 

Mischen sich die Flüssigkeiten 2 und 3 untereinander, 
aber nicht mit 1, was meist der Fall ist, wenn 1 ein Gas ist, 
so muß man sie beiderseits durch zwei Säulen des Mediums 1 
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trennen (Fig. 89), erhält also Tier Trennungsebenen von den 
Höhen h^ h^' nnd h^ h^. Nun e^bt sich ebenso wie vorhin 

tH- th _ ^ - V 

ih- IH >H-K' 
Ist ju, zn TemachläsBigen, so 
haben die beiden von dem Gase dieser 
Dichte eingenommenen Eäume die 
konstanten Potentiale p und p 
und es ist 

woraus wieder das Verhältnis der 
absoluten Dichten folgt 

Die HßhendifFerenzen mißt man mittels des Katheto- 
meters (Fig. 90). Dieses ist ein genau horizontales Fern- 




Fig. 89. 



Fig. 90. Fig. 91. 

röhr mit Fadenkreuz, welches an einer genau vertikalen, 
mit einer Höhenteilung versehenen Achse verschiebbar und um 
dieselbe drehbar ist Man visiert auf die Trennungsflächen 
and liest ihre Höhen an der Katbetometerteilnng ab. 
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407. Erste Methode zur Messung von Spannungsdifferenzen, 
Kennt man die absolute Dichte einer Flüssigkeit und deren 
Bewegangsform, so kann man aus der Bewegungsgleichung 396. (a) 
die absoluten Werte der Spannungsdifferenzen, oder der Diffe- 
renzen des skalaren Potentials —p des Fluktors der inneren 
Beschleunungen angeben. 

Wir setzen wieder voraus, daß die Gase verschwindende 
Dichte haben und sind damit über die absoluten Dichten aller 
Flüssigkeiten orientiert. Als Einheit derselben wählen wir die 
Dichte des Wassers von 4® C. 

Da die Spannungsdifferenz zweier Punkte in einer ruhen- 
den Flüssigkeit sich durch 

P\''P2'=^9qI^ [K - K) (gr cm- 1 sec- 2) 

bestimmt, so findet sich die Einheit der Spannungsdifferenzen 
in ruhendem Wasser in zwei Punkten, welche ^/gg^ cm Höhen- 





Fig. 92. 



Fig. 93. 



differenz haben. Die praktische Einheit der Spannungs- 
differenzen findet sich in ruhendem Wasser in einer Höhen- 
differenz von 1000 cm. Da eine vertikale Wassersäule von 
1 cm^ Querschnitt und 1000 cm Höhe 1 kg Masse hat, be- 
zeichnet man diese Potentialdifferenz auch mit 1 kg/cm^, und 
da man Ursache hat anzunehmen, daß die Luft am Boden 
und in sehr großer Höhe dieselbe Spannungsdifferenz hat, be- 
zeichnet man diese auch als eine ,,Atmosphäre'^ Es ist also 

1 Atmosphäre = 1 kg/cm» = 981 • 1000(gr cm-^sec-^). 

Um die Spannungsdifferenz zweier Punkte einer bewegten 
Flüssigkeit zu messen, muß man dieselben durch eine dünne, 
beiderseits offene Röhre verbinden, welche mit ruhenden 
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Flüssigkeiten gefüllt ist. Damit dieselben ruhen^ muß das nach 
der Höhe genommene arithmetische Mittel der Dichten in 
dieser Manometerröhre entsprechenden positiven oder nega- 
tiven Wert haben, was immer dadurch erreicht werden kann, 
daß die Röhre erst aufwärts, dann abwärts 
verläuft (Fig. 92) und in der Biegung einen 
Luftraum enthält. Am einfachsten verwendet 
man zwei Manometer, welche die Spannungs- 
dififerenz der beiden Punkte der bewegten 
Flüssigkeit gegen die als konstant voraus- 
gesetzte Spannung des äußeren Luftraumes 
messen (Fig. 93). 

Sehr einfach ist es, mit einem Mano- 
meter die Potentialdifferenz zweier Gas- oder 
Dampfräume zu messen. 

Verwenden wir ein Quecksilbermano- 
meter (Fig. 94) und haben die Quecksilber- 
kuppen die Höhendifferenz {h^ — ^) ^ so haben die beiden 
durch das Manometer verbundenen Gas- oder Dampfräume die 
Spaunungsdifferenz 

P2 "" -Pi == 13*6 \ciQo ^^^^ösphären. 




Starre Orper in idealen Flüssigkeiten. 

408. Wir können die Bewegung starrer Körper in idealen 
Flüssigkeiten von allgemeiner Strömungsform berechnen, ob- 
gleich uns die durch die unbekannten kleinen Deformationen 
dieser Körper bestimmten partiellen inneren Beschleunungen 
unbekannt sind und wir nichts von denselben wissen, als daß 
sie zusammen (nach 274.) keine Beschleunungsgröße und kein 
Drehmoment bestimmen, wenn der starre Körper von Luft 
umgeben ist, was hier nicht der Fall ist; Auf diesen 
Fall können wir aber die Bewegung des eingetauchten starren 
Körpers zurückführen. 

409« In der den starren Körper umgebenden Flüssig- 
keit ist eine Verteilung der Zahl p, des skalaren Potentials 
des Fluktors feg' der inneren Beschleunungen der ITlüssigkeit 
gegeben. Denken wir uns diese. Verteilung in einer völlig 

Jftamftnni BewegongBlehre. 19 
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willkürlichen aber kontinuierlichen Weise in das Innere 
des starren Körpers fortgesetzt. 

Es sei fi die ungleichförmige Dichte der Flüssigkeit, fx^ 
die ungleichförmige Dichte des starren Körpers. 

Es mögen die Teile des starren Körpers außer ihi'en 
sonstigen äußeren Beschleunungen die Beschleunungen g^, 
welche die Gleichung 

erfüllen, haben, welche wir fingierte Beschleunungen nennen, 
da sie keineswegs zu den wirklichen inneren Beschleunungen 
der Teile des starren Körpers in Beziehung stehen, sondern 
ganz yon der willkürlichen Potentialyerteilung p im Innern 
des starren Körpers abhängen. Diese fingierten Beschleunungen 
g^ erfüllen aber jedenfalls das Gegenbeschleunungsprinzip. 
Denn eine Flüssigkeit an Stelle des starren Körpers, welche 
im gegebenen Augenblicke dieselbe Dichteverteilung fi^ hätte, 
könnte tatsächlich die inneren Beschleunungen g^ haben, und 
also sieht man nach 398. ein, daß die Verteilung dieser 
Beschleunungen nicht dem Gegenbeschleunungs- und Momenten- 
satz widersprechen kann. 

Die wirklichen inneren Beschleunungen g' des starren 
Körpers sind ganz anders yerteilt. Ihre gesamte Be- 
schleunungsgröße und ihr Drehmoment muß aber vek- 
torisch gleich sein der Beschleunungsgröße und dem Dreh- 
moment der fingierten Beschleunungen g^, denn sonst würden 
erstere Beschleunungen zusammen mit den inneren Beschleu- 
nungen der umgebenden Flüssigkeit das Gegenbeschleunungs* 
gesetz und den Flächensatz nicht erfüllen. 

Der starre Körper bewegt sich also ebenso, als wäre er 
nicht von der Flüssigkeit, sondern von Luft umgeben, als 
hätten seine Teile aber außer der Schwerebeschleunung und 
anderen wirklich gegebenen äußeren Beschleunungen noch die 
fingierten äußeren Beschleunungen g^. 

410« Beispiel: Starre Körper in nahezu ruhenden Flüssig'» 
keiten. In einer nahezu ruhenden Flüssigkeit ist die Potential- 
verteüung bestimmt durch 

"^p^fAi^. 
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Ein starrer Körper in derselben bewegt sich so, als wäre 
die Flüssigkeit nicht vorhanden und als hätten seine Teile die 
äußeren Beschleunungen 

fl = 9i + 80 = ^0-^*^—^' 
worin jj definiert wird durch 

worin fj^ die Dichte des starren Körpers in dem betrachteten 
Punkte, fi die Dichte der inhomogenen ruhenden Flüssigkeit 
in gleicher Höhe ist 

Die Beschleunang i^ des Schwerpunktes des starren 
Körpers bestimmt sich also nach 280. (a) durch 

worin tn^ seine Masse, m die Masse der verdrängten Flüssig- 
keit ist Die Flüssigkeit muß eine entgegengesetzt gerichtete 
gleiche innere ßeschleunungsgröße haben. Der starre Körper 
kann gegen die Schwerebeschleunung in Buhe erhalten werden 
durch eine um mg^ kleinere, die Flüssigkeit durch eine um 
tn^ größere äußere Beschleunungsgröße so, als hätte der 
Körper eine um m kleinere, die Flüssigkeit eine um m größere 
Masse und als hätten sie keine inneren Beschleunungen. 

Ist t der Abstand vom Schwerpunkte des Körpers, in 
bezug auf welchen seine Schwere kein Drehmoment hat, so ist 

das Drehmoment der äußeren Beschleunungen g, worin Xq den 
Abstand des Schwerpunktes der verdrängten Flüssigkeit (Meta- 
zentrum) vom Schwerpunkte des starren Körpers bedeutet. 

411« Das Schwimmen. Drüte Methode der Dichtebestimmung. 
Der Schwerpunkt eines in zwei übereinander geschichtete 
ruhende Flüssigkeiten von den Dichten ju und fi^ eingetauchten 
starren Körpers von der Dichte ju^ verharrt in Buhe, wenn 
dessen ganze Masse gleich der Masse der verdrängten Flüssig- 

19» 
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keiteu ist Sind tp und tf^ die yerdrängten Volume der beiden 
Flttasigkeites, bo muß ^so 

^- IH ^ 9_ 

seiu. /tj moB also zwischen fi and ^ liegen. Ist die Dichte /tg 
sehr klein, die übergeBchichtete Flüs- 
sigkeit also ein Qaa, so ergibt sich 

Jh. = f 




Damit z. B. ein Panzerschiff nicht 
sinkt, muß seine Wasserverdrängung yi 
hinreichend groß sein. Damit es 
nicht kentert, muß der Kielraum 
Pig, 95_ hinreichenden Balhist erhalten. Der 

Schwerpunkt eines stabil schwimmen- 
den Körpers maß, nämlich unter dem Metazentrum liegen. 
Die Aräometer (von Ärchimedes erfandeo) sind zur 
Dichtemessnng geeignete Schwinunköiper. Sie 
haben ihren Schwerpunkt möglichst tief und 
verlängern sieh nach oben in einen Stab, der 
eine Teilung trägt, an welcher man die Dichte 
direkt ablesen kann (Fig. 96). Sie sinken desto 
tiefer in eine E^assigkeit ein, je geringere Dichte 
diese hat 

413. Fierte Methode der Dichtehestimmung. 
Viel feiner ist die ebenfalls von Arcbimedes 
herrührende Wägung des scheinbaren ATassen- 
{ verluBtea eingetauchter Körper. 

Ein an einem sehr dünnen Platindraht an 
einer Wage hängender Glaskörper mit tief- 
liegendem Schwerpunkt (Fig. 97) wird, in drei 
verschiedenen Flüssigkeiten von den Dichten 
H P^H eingetaucht, gewogen. Die zu diesen 
Pig- 9S- Wägungen verwendeten Gewichtsstücke mögen 
die Massen tRj m^ »ig haben und müssen sämt- 
lich ans dem gleichen Stoffe bestehen, da sie selbst in Luft 
eingetaucht sind und einen Auftrieb erfahren. Dann ist 
yi -fi _^ W, -»»1 
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G^wKhnlich ist das Uedium 1 Laft, das Medium 3 Waeaer 
aad man setzt die KeDDtnis der Dichten /t, und ^ voraae. 
Dann ergeben die drei Wftgongen die absointe Dichte der 
dritten Flüssigkeit, die Masse des Tauchkörpers und das 
Volumen desselben. 

Auf diese Weise kann man & B. die zur G-radoiernDg 
eines At^ometera nötigen YolumsbeBtimmnngen aasfUhren, 
indem man das Aräometer selbst als Tauchkörper an eine 
Wage hängt und bis zu einem seiner Teilstriche in Wasser 
tauchen läßt Seine Masse sei f», , es erfahre den scheinbaren 



MassenTerlust m. Gine Flüssigkeit, in welcher das AiiLometer 
bis zu diesem Teilstrich eintauchend schwimmt, hat also 
die Dichte 



worin fi die Dichte des Wassers ist 

413. Taucht man einen starren Körper in eine Fltlss^- 
keit, welche samt dem sie einschließenden Gefäße auf einer 
Wage äquilibriert ist, so zeigt dieselbe einen scheinbaren 
Massengewinn, welcher ebenso groß ist, als die Masse der 
verdrängten Flttssigkeit, nnd zwar ist es im Bnhefalle gleich- 
gültig, ob der starre Körper schwimmt, oder durch einen Faden 
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nach oben gezogen, oder mittels einer Stange nach anten ge- 
druckt wird. Biese scheinbaren Massenäaderungen beziehen 
sich nur auf Massenbegtimmungen nach der vierten and itlnften 
Methode (219. und 299.) durch Rahebeobachtongen. Bei be- 
schleunten Bewegungen eines Körpers in einer Flttssiglieit 
scheint derselbe im Gegenteile eine größere Masse zu haben, 
d. h. dieselbe äußere ßeschleunnngsgröße bewirkt eine kleinere 
BeschlennuDg des Körpers, weil sie sich zum Teil auf die um- 
gebende Flüssigkeit überträgt, wie wir dies sogleich ausfuhren 
wollen. 

414. Zweites Beispiel. Bewegung einer starren Kugel in 
einer idealen Flüssigkeit. Die Kugel rnbe anfänglich nnd die 



Fig. »6. 

Flüssigkeit habe überall in größerer Entfernung dieselbe Gte- 
schwindheit — U,,. Ist die Strömung wirbelfrei and diTergenz- 
frei, so ist sie durch diese Bedingungen Tollständig bescbriehen 
und leicht berechenbar. Fig. 98 stellt dieselbe dar. Die 
Spannung p ist nach 396. (a) und 382. (a) bestimmt durch 

W ;»||H-i^V«=J--V?. 

Nehmen wir zunächst an, daß die Geschwindheit \ von 
der Zeit unabhängig ist und also die ganze Str&mung stationär 
ist Femer sei die Dichte konstant, wie dies in einer inkom- 
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preBsiblen Flüssigkeit immer zatrifil. Dann hängt die SpannuBg^ 
nur von der Größe, nicht tod der Bicbttmg der Geschwiad- 
heit V ab. Die Spanmmg iBt also auf der Kageloberfläche 
symmetrisch verteilt, so daß sie in dem auf U^ senkrechten 
Äquator der Kugel, wo V' am größten ist, am kleinsten ist 
und nach beiden Polen symmetrisch zonimmt Dann sind 
SQCh die fingierten BeschlennungsgrößeB ft^ gj symmetrisch zu 
verteilen und heben sich auf, wenn auch die Dichte der Kugel 
ungleichförmig ist Diese verharrt also in Bube, ohne 
daß eine äußere Besohleunnng nötig ist, um sie ruhend zu 



Piff. w. 

erhalten, obgleich die Flüssigkeit sie umströmt. Es scheint 
dies nnr deshalb paradox, weil bei diesem NuUexperiment die 
Zähigkeit der Flüssigkeit allein zor Geltung kommt und wir 
also nie Gelegenheit haben, diesen ßnhe£all wirklich zu be- 
obachten, auch wenn die Kugel gleiche Dichte wie die Flüssig- 
keit hat und wir von der Schwerebeschleunnng absehen können. 
Zu dieser Geschwindheitsverteilung können wir jede für 
den starren Körper mögliche Geschwindheitsverteilung 
hinzufügen. Addieren wir die Geschwindheit + Vg zu allen 
Gleschvindbeiten des Feldes. Nun bewegt sich die Kugel 
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mit dieser Gteschwindheit durch die in weiterer Entfernung 
ruhende und nur in der Umgebung der Eugel ausweichende 
Flüssigkeit Die Vektorlinien (Fig. 99) dieses Geschwindheits- 
feldes sind nicht die absoluten Bahnen der Flüssigkeitsteilchen, 
sondern die relativen Bahnen in bezug auf die Kugel. Diese 
Strömungsform hat eine stationäre Verteilung der Relativ^ 
geschwindheiten gegen die Kugel, während die absoluten Ge- 
schwindheiten sich gleichmäßig fortpflanzen (390.). Das ganze 
Feld (Fig. 99) ist gleich dem magnetischen Felde einer gleich- 
mäßig magnetisierten Stahlkugel oder eines kleinen in ihrem 
Mittelpunkt befindlichen Magneten. Das Geschwindheitspotential 
P hat den Wert 

(b) ^=-i^^o-t. 



Hierin ist t die Entfernung vom Kugelmittelpunkt^ r^ der 
Badius der Kugel. Die Verteilung der Beschleunungen ist 
nun keine andere als vorhin und ebenso die Verteilung der 
Spannungen^ nur bewegen sich diese Verteilungen mit der 
Kugel. Diese bewahrt also Richtung und Größe ihrer 
Geschwindheit bei Abwesenheit äußerer Beschleunungen. 

Wenn aber ihre Geschwindheit nicht konstant sein, sondern 
wenn sie sich mit der Beschleunung i^ bewegen soll, so 
gilt nach (a) 

In der Kugeloberfläche hat das Geschwindheitspotential 
nach (b) den Wert 

und es ist 

Hierin bedeutet — jr- die Fluxion von P in einem Punkte, 

a t 

der sich mit der Kugel bewegt, so daß sein Abstand t vom 

Kugelmittelpunkte unveränderlich ist. Der Wert -jj- ist also 

gleichförmig verteilt und hat den Gradienten — \ 6^. Sehen 
wir von den zum Äquator symmetrischen, durch V ti* und 
tio« V-P bestimmten Teilen der Spannungsverteilung ab, welche 
nichts zur Beschleunung der Kugel beitragen, so kann die 
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Spannnngsyerteilnng in der Kugeloberfl&che als identisch 
mit der Verteilung des Wertes — ju -jj- und also als einem 
fingierten gleichförmigen Felde mit dem konstanten Gradienten 

angehSrig angesehen werden. Durch dieses Feld bestimmen 
sich die fingierten Beschleunungen g^ im Innern der Engel 

Damit sich die Kugel also so bewegt^ muß sie außer der 
Beschleunungsgröße m^ 60 , welche in Luft hinreichen würde, 
um ihr die Beschleunung 60 zu erteilen, noch die Beschleunungs- 
größe ^mi^ erhalten, worin m^ die Masse der Kugel, m die 
Masse der verdrängten Flüssigkeit ist. Die Kugel bewegt sich 
also in einer schwerlosen Flüssigkeit so als wie in Luft, 
aber als wenn ihre Masse um die halbe Masse der ver- 
drängten Flüssigkeit größer wäre. Eine äußere Be- 
schleunungsgröße 6 bestimmt die Beschleunung 

Die Schwerebeschleunung g^ bestimmt aber nach 410. 
eine Beschleunungsgröße 6, welche der Differenz der. beiden 
Massen proportional ist. Daher fällt eine starre Kugel in 
einer Flüssigkeit mit der Beschleunung 

415. Bas Oberflächenintegral der Spannung, Um die 
fingierten Beschleunungen g^ des starren Körpers zu berechnen, 
muß man die Verteilung des Potentials p in der Flüssigkeit 
willkürlich, aber so in den Eaum des starren Körpers fort- 
setzen, daß sie in der Oberfläche desselben kontinuierlich ist. 
Es kommt sonach nur auf die Verteilung der Spannung p in 
der Oberfläche an. Man wird also direkt die Beschleunungs- 
größe und das Drehmoment der fingierten Beschleunungen aus 
der Spannungsverteilung in der Oberfläche berechnen können. 
Dieselben bestimmen sich durch 
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Es ist also ihre Beschleunungsgröße 9} 

q) q> 

worin fp den Raum^ o die Oberfläche des starren Körpers 
darstellt. Das Drehmoment 3) der fingierten Beschleunungen ist 

® = h^i t X %-^d(f = jV/^x td(pj 

tp <p 

worin t der Abstand von einem beliebig bewegten Punkte ist 
Nun ist rott = und nach 361. (c). 

rotpx = V/?x r, 
also 

® = JTOtpXd(p = —jpx X c?o =1= —jxxpdo. 

q) 

Der starre Körper bewegt sich also so^ als wäre 
er Yon Luft umgeben und als würde jeder unter dem 
Oberflächenelement d^ liegende Teil desselben die 
äußere Beschleunungsgröße 

(a) rf6 =1= -(p-/?o)c?o 

erfahren, welche also in die Eichtung des Flächenvektors 
des Oberflächenelementes dn fällt Hierin ist p^ eine 
beliebige vom Ort unabhängige Zahl. 

Diese Darstellung der Beschleunungsgröße SB und des 
Drehmomentes S) durch die Oberflächenintegrale 

(b) S^^fpd0 und 2) =i= -ftxjorfo 



ist die vom mathematischen Standpunkte aus geeignetste. Wir 
brauchen nun die fingierten Beschleunungen g^ der Massen- 
teile des starren Körpers nicht weiter, sondern nehmen dafür 
die fingierten Beschleunungsgrößen dh der oberflächlichen 
Teile des Körpers. Es ist auch nichts dagegen einzuwenden, daß 
man diese Besdileunungsgrößen db als partielle Beschleunungs- 
größen, welche durch das direkte Gesetz (a) bestimmt sind, 
ansieht, denn alle partiellen Beschleunungen sind fingiert, und 
nur ihre Summe, die wahre Beschleunung, hat reale Bedeutung. 
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. Hingegen ist es^ wenn auch vom historischen Standpunkte 
aus begreif lich^ so doch rein sachlich genommen ein theore- 
tischer Fehler^ die Gleichung 415. (a) zu einem fundamentalen 
Naturgesetz zu erheben, daraus die Definition der Spannung 
zu entnehmen und die Bewegungsgleichung 396. (a) der Flüssig- 
keiten abzuleiten. Die Gleichung 415. (a) ist weiter nichts als ein 
Hilfssatz zur Berechnung der Bewegung starrer Körper, 
sie ist ganz entbehrUch, wenn man die starren Körper als 
elastische Körper auffaßt und die Bewegungsgleichung der elasti- 
schen Medien verwendet Die Gleichung 415. (a) hat f)ir das 
Innere bewegter Flüssigkeiten nicht den geringsten Sinn 
und das gleiche gilt Ton der Definition des Potentials p als eines 
^^Druckes^ der im Inneren der Flüssigkeit auf jedes Flächen- 
element von beiden Seiten wirken'^ soll. 

416. Erstes Beispiel: Antrieb eines Kolbens, Eine Flüssig- 
keit, in welcher die Potentialverteilung p vorhanden ist^ sei 
durch ein starres Gefäß gegen die Außenluft^ in welcher das 
Potential p^ vorhanden ist, abgesperrt und kommuniziere mit 
demselben durch ein Quecksilbermanometer, welches die 
Spannungsdifferenz Qo - p^) anzeigt Femer mögen noch in 
der Gefäßwand zyUndrische, durch Kolben abgeschlossene 
Ofihungen oder andere Stöpsel- oder Elappen- 
ventile vorhanden sein. Die Beschleunungsgröße 
eines solchen Kolbens wird durch die bespülten 
Kolbenflächen, deren Flächenvektoren f und f^ sein 
mögen (Fig. 100), allein bestimmt, denn die Gleit- 
fläche erfährt nur Beschleunungsgrößen, welche 
auf der Eichtung der Zwangsbewegung senkrecht 
stehen, und zwar von Seite der Schmierflüssigkeit 
nach Gleichung 415. (a), abgesehen von derEeibung. 
Die Beschleunungsgröße des Kolbens ist also 

«... Fig. 100. 

««/^f+Pofo- 

£s kommt aber die zur Zwangsbewegung senkrechte Kom- 
ponente der Flächen f und f^, nicht in Betracht, sondern nur 
die gleichgerichtete Komponente q und q^, = — q, worin q der 
senkrechte Querschnitt des Zylinders ist. Es ist also 

(a) » = (p-/'o)«I- 



f. 



m 
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Sind die Potentiale an den Eolbenflächen nicht binreiohend 
konstant, so bedeuten p und p^ Mittelwerte. 

417. Zweite Methode der Spannungsmessung, Man bestimmt 
diese Beschleunungsgröße des Kolbens^ indem man denselben 
durch Belastung oder gespannte Federn im Gleichgewichte hält 
Steht z. B. der Zylinder vertikal und hält eine Belastung, 
welche samt der Kolbenmasse wigr beträgt, den Kolben in 
Euhe, so ist die Spannungsdifferenz der beiden Kolbenflächen 

P-Pq = wi^'o Y{grsec-2cm-i). 

Drückt man m in Kilogramm aus und läßt die Schwere- 
beschleunung weg^ so erhält man dieselbe in praktischem Maß 

;?-;?;= y (kg pro qcm). 

418. Der Pascalsche Schulversuch. Die hydraulischen 
Maschinen. Sieht man von Höhendiflerenzen ab, so ist das 
Potential^ im Innern einer ruhenden Flüssigkeit konstant 
und jeder Kolben in der Gefäßwand zeigt eine seinem Quer- 
schnitt proportionale Beschleunungsgröße. Hierauf beruhen 
die in der Technik vielfach verwendeten hydraulischen 
Maschinen, welche entweder bedeutende Beschleunungsgrößen 
mittels großer Kolbenflächen herzustellen oder eine gleichmäßige 
Verteilung derselben auf weit voneinander entfernte Kolben ge- 
statten. 

Die Arbeit der inneren Besehleunungren. 

419. Die innere Beschleunung g' eines Flüssigkeitsteilchens 
bestimmt sich durch die Bewegungsgleichung 

iwg'= - VP' 

Ist dtp das Volum und t> die Geschwindheit des Teilchens, 
so ist die Arbeit desselben zufolge der inneren Beschleunung, 
d. i. sein Zuwachs an Bewegungsenergie pro Sekunde 

fji d (p q' • t> =^ — t)*S7 pd(p . 
Nun ist 

— t»-V/>=pdivli — diYp t) . 

Zufolge dieser Zerlegung erscheint zum ersten Male statt 
der Spannungsgefälle oder Spannungsdiflerenzen der absolute 
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Wert p der Spannung selbst in unseren Rechnungen. Es hat 
dies hier aher nur formale Bedeutung. 

Es ist also die Flnxion der Bewegungsenergie E eines 
Eaumes (p der Flüssigkeit 

(a) Ä= [pA\y1^d(f — fdivjotic^qp + A^ 

worin A die Arbeit der äußeren Beschleunungen pro Sekunde 
ist. Das zweite Raumintegral kann in ein Oberflächen- 
integral verwandelt werden. Das erste kann mittels der 
Beziehnung 

— S(p = div t>ä(p 
umgestaltet werden. Es ist 

(b) il^^p^Sip^ jpt$.dn + A. 

V 

Die Fluzion der Bewegungsenergie der Ton der Ober- 
fläche ausgeschlossenen Flüssigkeit läßt sich ebenso dar- 
stellen^ jedoch hat dann der auf diese Oberfläche bezogene 
Wert das umgekehrte Vorzeichen, weil die Oberflächenelemente 
umgekehrt gezählt werden müssen. Dieses Oberflächenintegral 
stellt also einen Betrag an Bewegungsenergie dar, welchen die 
eingeschlossene Flüssigkeit pro Sekunde verliert und die aus- 
geschlossene Flüssigkeit gewinnt: die übertragene Bewegungs- 
energie. 

Das Baumintegral stellt die Summe der Produkte der 
Spannung p in den Flüssigkeitsteilchen und der Fluxionen 
ihrer Volume S^ dar. Dieses Baumintegral stellt einen von 
der eingeschlossenen Flüssigkeit pro Sekunde gewonnenen 
Betrag an Bewegungsenergie dar. 

Man darf in beiden Integralen p um eine willkürliche 
additive Eonstante vermehren, wodurch sich ihre Difi'erenz 
nicht ändert. 

430, Da die Dichte der Gase sehr gering ist, so ist bei 
nicht zu großen Beschleunungen die Fluxion der Bewegungs- 
energie eines Gasteüchens (d. i. seine Arbeit oder die Arbeit 
seiner Beachleunung^ immer aebr klein. Es gilt dies sowohl 
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für die Arbeit der inneren als der äußeren Beschleunungen 
der Gasteilchen 

Die gewonnene Energie und die übertragene Energie 
enthalten aber zufolge der im obigen durchgeführten Zerlegung 
nicht die Dichte der Flüssigkeit und sind deshalb bei Gasen 
nicht klein, müssen also nahezu gleich sein. Hierzu 
kommt, daß die Spannung eines Gases nahezu konstant ist, 
wodurch die gewonnene Energie einfach gleich dem Produkte 
der Spannung und der Fluxion des ganzen Volums (p wird. 
Also ist die auf das äußere Medium übertragene Energie 



w p'^^fp 



t>'dO. 



431. In inkompressiblen Medien ist die Divergenz der 
Geschwindheit oder die Fluxion der Volume immer Null, es 
ist also die gewonnene Energie immer Null und die Fluxion i] 
der Bewegungsenergie, soweit sie von den inneren Beschleu- 
nungen g' der Flüssigkeitsteile herrührt, immer durch das Ober- 
flächenintegral dargestellt 

J&= — fp\>'do + Ä. 



Sie ist also der negativen übertragenen Energie gleich. 

Ist außerhalb der Oberfläche o der inkompressiblen Flüssig- 
keiten ein Gasraum von konstanter Spannung p^, so ist 

fpo^^do = Pq fdiv H rfqp =s 0. 

Dann bestimmen die inneren Beschleunungen g' keine 
Arbeit. Das gleiche gilt, wenn starre Körper in der Flüssig- 
keit oder an ihrer Oberfläche (starre Gefäße) sich befinden, 
und der ganze Komplex inkompressibler Medien von dem 
Baume konstanter Spannung p^ umhüllt wird. Denn die Arbeit 
der starren Körper ist gleich der Arbeit ihrer fingierten 
Beschleunungen jj, und diese sind so verteilt, wie sie auch in 
einer Flüssigkeit verteilt sein könnten, so daß bei der Bildung 
aller Beschleunungsintegrale zwischen starren Körpern und 
Flüssigkeiten nicht besonders unterschieden zu werden braucht 
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Grenzt femer die inkompressible Flüssigkeit an ein ruhen- 
des Medium, so verschwindet der auf diesen Teil der Ober- 
fläche sich beziehende Anteil des Ober- 
flächenintegrals, da die Geschwindheit \^ ^^ ^- 
der Flüssigkeit hier notwendig senk- 
recht zu dem Flächenvektor do ist 

433. Wird eine inkompressible 
Flüssigkeit, die mehrere Gasräume (p^ cp^ 
von den Spannungen p^ p^ einschließt, 
außen von einem Gasraum konstanter 
Spannung j?Q umschlossen (Fig. 101], so 
bestimmen die inneren Beschleu- Fig. loi. 

nungen der Flüssigkeit g' die 
Arbeit oder die Fluxion der Bewegungsenergie der Flüssigkeit 




oder 



j&= --/?o /^b'rfo— /?! ji*rfOi--/?, jti-rfo^ 



Ä=ü ^^0 -L-p ^y> 4-p ^y« 
^-Po dt ^^1 dt ^^2 dt 



Da die Fluxion des ausgeschlossenen Gasvolums cf^ not- 
wendig gleich und entgegengesetzt ist der Summe der Fluxionen 
der eingeschlossenen Gasvolume 



dt 



d(pi , dq>^ 



dt 



dt 



SO ist endlich 

(a) ^=(p^__pj-^ + (p^_p,)^. 

Ist hingegen die Flüssigkeit nach außen von einem starren 
Gefäß umschlossen, so ist 

dq)^ 



und 

also 
(b) 



^-P.^+P. 



dt 



dg)i rfy» __ Q 



dt 



dt 



i^-iP^-P,)-^- 



438. Auf Grund der Arbeitsgleichung kann man die Be- 
wegung einer Flüssigkeit vollständig berechnen, wenn diese 
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nur eine eiuzige Bewegungsfreiheit hat, und nur von 
einem nnd demselben Luftranm oder starren Körpern, welche 
ruhen oder deren Bewegung mitbestimmt ist, begrenzt wird. 
Aach die Gleichgewichtsbedingung läßt sich in solchen Fällen 
aus der Ärbeitsgleichung gewinuen. So kann man z. B. die 
archimedischen und Pascalscheu QJeichgewicbts&lle, das 
Torricelli sehe AusfluBgesetz , die Wirkung des S t o ß - 
hebers usw. darstellen. Wir betrachten als Beispiel die ein- 
fachen FlUssigkeitsschwingungen. 

In den Schenkeln eines U-Rohres vom Querschnitt q habe 

die Flüssigkeit die Höbe l + h beziehungsweise l — h (von der 

unteren Biegung gerechnet, Fig. 102], und die 

Geschwindheiten o bzw. — v. Ihre ganze Masse 

ist m = 2 (iql, ihre Bewegungaenergie also 

E=p:qlv*. 
In der Seknnde nimmt der Inhalt des ersten 
Schenkels um vqcm^ zu, in dem anderen 
Schenkel ab, es wird also die Masse fivq um 
2 h gehoben und die Schwerebeschleunung be- 

„ stimmt die Arbeit 

Flg. 102. 

Ä= — 2fivqhff^. 

Die inneren Beschleunungen tragen nichts zur Arbeit der 
Flüssigkeit bei. Es ist also Ä = i! oder 






Es ist dies eine Scbwingungsgleichung. Die Schwingnngs- 
dftuer bestimmt sich durch 



'Ü- 



Ein Pendel, dessen Lauge gleich der größten Tiefe / 
der Flüssigkeit ist, schwingt also ebenso rascb wie diese 
Flüssigkeit Besitzt das U-Kohr unten eine Erweiterung, 
so sind in dieser zwar die bewegten FlUssigkeitsmassen be- 
deutender, ihre Geschwindheiten aber kleiner, und da diese 
im Quadrat erscheinen, ist bei gleidier Bewegung der Ober- 
üächeu die Bewegungsenergie kleiner, die Schwiugungadauer 
also kUrser. 
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4r34, Die Kirchhofftche Schwingung. Besonders einfach 
nnd interessant ist die Schwingung des Wassers in einem 
Graben mit symmetrischen Bösctungen, welche anfeinaader 
senkrecht stehen (B^g. 103]. Die Stromlinien sind gleichseitige 
Hyperbeln, deren Asymptoten die BSschungsIinien sind. Diese 
stellen selbst eine Stromlinie dar, welche im tiefsten Pnnkte 
des Feldes unendlich stark gekrflmmt ist Dort muß deshalb 
die Geschwindheit Null sein. 

Die Geschwindheitsverteilung ist divergenz- und rotor- 
frei. Die Niveauflächeu des Geschwindheitspotentials bilden 
die orthogonale Schar von hyperbolischen Zylindern. Ihre 
Schnitte mit der Zeichnnngsebene sind in Fig. 103 gestrichelt 



Fig. 108. 

dargestellt und bilden die mit den Stromlinien kongruente, 
aber gegen dieselbe um einen rechten Winkel gedrehte 
Hyperbelschar. 

Die Geschwindheit ist femer homogen verteilt, d. h. eine 
lineare Funktion des Ortsvektors oder der Koordinaten. Des- 
halb bleibt jede Ebene in der Flüssigkeit, also auch die 
Oberfläche derselben, während der Schwingung eben. Die 
Bewegung läßt eich darstellen als die Summe zweier rectangu- 
lären konjugierten Schiebungen, als ein Schiebungspaar. 
Legen wir die Koordinatenachsen tj horizontal nnd vertikal 
durch den tiefsten Punkt des Profils, so ist die Geschwindheits- 
verteiluDg 

p =?= xt-[t;i] also B' = «^t-(i;i + i;i)-t = x^r^, 
worin X eine Funktion der Zeit und r der senkrechte Ab- 
stand von der Grundkaute ist. 

jBuiaaiJTi,BewegimgBlelire. 20 
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Sei Vq die variable Geschwindheit am Ufer und a die 
halbe Breite der Wasserfläche oder die größte Tiefe des 
Wassers, so ist 



und 



Vq^ = 2 x2 «2 



2a^v^ = Vq^v^. 



Die Bewegungsenergie E der Flüssigkeit bestimmt sich 
durch 

4a2^= 0:V, 

worin (Pl ihr Trägheitsmoment in bezug auf die Grundkante 
ist Beschränken wir uns auf sehr kleine Schwingungen, so 
kann dieses als konstant angesehen werden und es ist pro 
Längeneinheit des Grabens 

0^=2a4 also JE^^^a^v^^. 

Sei ferner s die zu v^ parallele Strecke, auf welcher das 
Wasser das Ufer beleckt, so ist der Schwerpunkt des schmalen 

Wasserkeiles von der Masse —^as um — * gehoben, also 

1/2 3 

beträgt die Arbeit der Schwerebeschleunung pro Sekunde 
— ^Pq üsVq. Es folgt 



oder 



-^=^^^^0-^= -i^o««o* 






dt a 

aus welcher Schwingungsgleichung die Schwingungsdauer 



V 9o 



9o 

folgt. Das Wasser in einem solchen Graben schwingt also 
ebenso rasch als ein Pendel, dessen Länge gleich der größten 
Tiefe des Wassers ist. 

425. Die Oberflächenwellen. Eine der bekanntesten Flüssig- 
keitsbewegungen sind die Wasserwellen. Die trochoidische 
Form der Wasseroberfläche, die Fortschreitung dieser Form 
mit konstanter Fortpflanzungsgeschwindigkeit senkrecht zu den 
Wellenztigen, die kreisförmigen Bahnen der Wasserteile und 
die mit der Tiefe rasch abnehmende Intensität des Wellen- 
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Schlages wurden zuerst von E. und W. Weber (1825) genauer 
beschrieben. 

Die einfachste ebene Wellenbewegung wird beschrieben 
durch 

(a) V =0, v^ = b e^' sin a{ct — x), v^= be^*cosa{ct — x). 

Hierin ist z die vertikale Richtung, x die Fortschreitungs- 
richtung, y die Richtung des Wellenkammes, a, c und b sind 
Konstante, von welchen b sehr klein sei. 

Diese Gleichungen sind zunächst Fortpflanzungs- 
gleichungen, da sie das Argument [ct^x) enthalten. Da 
man zu denselben Werten der Greschwindheitskomponenten 
vvv^ gelangt, wenn man die Zeit t um irgend einen Betrag 
und den Ort x um einen cfach größeren Betrag vergrößert, 
so verschiebt sich das ganze Bewegungsbild, ohne sich sonst 
zu verändern, mit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit c in der 
ar- Richtung. 

Die Verteilung ist in der ar- Richtung periodisch und 

hat die Periode oder Wellenlänge X = —^ . Die totale Ge- 
schwindheit ü = ^e«« hat an jedem Punkte des Feldes kon- 
stante Größe und schließt den veränderlichen Winkel 
a{ct'-x) mit der z- Richtung ein. An jedem Punkte des 
Feldes dreht sich also die Richtung der Geschwindheit gleich- 
förmig in der arz-Ebene mit der Umlaufszeit 

X 

c 

Man nennt ein solches Vektorfeld ein Drehfeld. Jedes 
Teilchen der Flüssigkeit beschreibt mit dieser ümlaufszeit 
einen (sehr kleinen) Kreis vom Radius 

VT T , 

r = -— = -—be^^, 
2n 2n 

Diese Geschwindheiten v und Kreise sind in derselben 
Horizontalebene xy überall gleich groß, wachsen aber in der 
z- Richtung, so daß die Flüssigkeitsteilchen in der Oberfläche 
die größten Kreise beschreiben. 

Wir bezeichnen zunächst den Mittelpunkt des Bahnkreises 
jedes Teilchens als seine Ruhelage. Eine jede Gerade von der 
ar- Richtung in der ruhenden Flüssigkeit hat in der bewegten 

20* 
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Flüssigkeit die Gestalt einer Trochoide (verkürzten Zykloide). 
An der Oberfläche, wo der Radius der Kreisbahnen am größten 
ist, tritt oft die einfache Zykloide als Schnitt der Wasser- 
oberfläche mit der .r 2: -Ebene auf. Dann haben die Wellen- 
berge scharfe Kanten, während die Wellentäler immer flach 
sind. Das umgekehrte kann nicht eintreten, weil des gleichen 
Vorzeichens von v^ und v^ wegen der Umlauf der Wasser- 
teilchen in den Wellentälern in einer zur Fortpflanzung der 
Welle entgegengesetzten Richtung erfolgt. Eine verlängerte 
Trochoide kann als Leitkurve der Wasseroberfläche nicht auf- 
treten, sondern die Kämme der Wellen schäumen, wenn die 
Wellenbewegung zu heftig wird. 




Fig. 104. 



Es ist sonach zweifellos, daß diese Bewegungsform mit 
den bekannten Wasserwellen wohl übereinstimmt und wir wollen 
zeigen, daß sie mit den Bewegungsgleichungen im Einklänge 
steht. Daß sie keine besonders femliegende Lösung der- 
selben darstellt, braucht nicht erst hervorgehoben zu werden. 
Exponentialfunktionen und im speziellen Falle trigonometrische 
Funktionen stellen die einfachsten Lösungen homogener linearer 
Differentialgleichungen dar und solche sind alle die Bewegung 
bestimmenden Gleichungen wenigstens mit Annäherung. 

Diese Wellenbewegung stellt aber sogar die einfachste 
denkbare wellenartige Verteilung eines Vektors dar, denn 
sie ist die einzige, in welcher (bei gleichem Vorzeichen von v^ 
und vj der Vektor divergenzfrei und rotorfrei verteilt ist. 
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Eine ideale Flüssigkeit kann diese Bewegungsform unter 
folgenden Bedingungen annehmen. Weil die Divergenz der 
Geschwindlieit präzis Null ist^ ändert kein Flüssigkeitsteil bei 
der Bewegung auch nur im geringsten sein Volumen. Auch 
inkompressible Flüssigkeiten sind sonach dieser Bewegung fähig. 
Es bewahrt also jeder Flüssigkeitsteil bei seiner Bewegung 
auch seine Dichte. 

In der ruhenden Flüssigkeit ist die Dichte nur von der 
Höhe abhängig, die horizontalen Ebenen sind also Niveau- 
flächen der Dichte. Diese deformieren sich bei (sehr langsam) 
anwachsender Amplitude b der Wellen zu immer höheren 
Wellenzügen oder trochoidischen Zylindern, bewahren aber 
auch in dem ausgebildeten Wellenzug ihren Charakter als 
Niveauflächen der Dichte. 

Nun ist die Geschwindheits Verteilung femer auch rotor- 
frei und das gleiche gilt sonach von der Verteilung der 
wahren Beschleunungen. Damit also eine ideale Flüssigkeit 
dieser Wellenbewegung fähig sei, muß nach 399. die Spannung p 
eine Funktion der. Dichte sein. Die trochoidischen 
Zylinder, zu welchen die horizontalen Schichten der ruhenden 
Flüssigkeit sich defonnieren, sind und bleiben also auch 
Niveauflächen der Spannung. Jedes Flüssigkeitsteilchen 
bewahrt sein Volum, seine Dichte und seine Spannung. Den 
gleichen Schluß können wir für alle bisher beschriebenen 
divergenz- und rotorfreien Flüssigkeitsbewegungen ziehen. Die 
Spannung ist in denselben eine unveränderliche Eigenschaft 
der Teilchen. 

Es ist hervorzuheben, daß wohl die Dichte, aber nicht die 
Spannung in der ganzen Flüssigkeitsmasse konstant sein darf. 
Denn die Teilchen bewegen sich in kreisförmigen Bahnen, ihre 
Zentralbeschleunungen müssen durch innere Beschleunungen 
bestimmt sein, und diese sind von dem Spannungsgefälle ab- 
hängig. Ohne die Schwerebeschleunung wäre also eine 
solche Wellenbewegung nicht denkbar. Ohne diese wäre in 
der ruhenden Flüssigkeit die Spannung konstant und müßte 
es also in der bewegten Flüssigkeit bleiben, was unmöglich ist. 
In der ruhenden Flüssigkeit ist die Spannungsverteilung 
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vorhanden. Da jedes Teilchen sich gleichförmig im Kreise 
dreht, so ist die Erhebung [z — z^ des Teilchens über die 
Höhe Zq seiner Ruhelage seiner horizontalen Geschwindheit v^ 
proportional 

T 

In der bewegten Flüssigkeit ist also die Spannungs- 
verteilung 

vorhanden. Die Bewegungsgleichung 396. (a) hat für langsame 
Bewegungen (kleine Amplituden), für welche die totalen und 
lokalen Beschleunungen identisch sind, die analytische Form 

dvx __ dp dvg __. dp 

Setzen wir die Werte der Variablen aus (a) und (b) ein, 
so sehen wir, daß diese Wellenbewegung die Bewegungs- 
gleichungen erfüllt, wenn 

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit c der Wellen ist also 
der Wurzel aus der Schwerebeschleunung und aus der Wellen- 
länge A = — proportional. Von der Dichte der Flüssigkeit 

ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit unabhängig. Für Wasser- 
wellen von der Länge 

l = 100 1000 10000 cm 

ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

c = 125 390 1250 cm/sec. 

436. Die Gleichungen (a) und (b) stellen auch die Flüssig- 
keitsbewegung in Wasserwellen größerer Amplitude richtig 
dar. Es erscheint dann in den Bewegungsgleichungen noch 
der Gradient des Wertes 

um welchen sich der Fluktor der wahren von jenem der 
lokalen Beschleunung unterscheidet. Deshalb muß auch die 
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Spannung um den gleichen Wert niedriger sein, oder es muß 
in Gleichung (b) z um den Betrag 



(d) h = 



nr^ 



größer gezählt werden. Die Erhebung {z — z^) der Teilchen 
ist also ebenfalls um den Betrag h größer, d. h. der Mittel- 
punkt ihrer Kreisbahnen liegt um diese kleine Höhe h über 
ihrer Ruhelage. Daher kommt es, daß sich die Kämme 
der Wellen höher über das Wassemiveau erheben, als die 
Wellentäler unter dasselbe herabsinken. 

In Gewässern von geringer Tiefe kann sich diese Wellen- 
form nach 425. (a) nicht ausbilden, da das Grundwasser 
jedenfalls ruht. Dann bewegen sich die Wasserteilchen in 
elliptischen Bahnen und haben die Wellen eine andere Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit. 



18. Die Zustandsgleichnng und die KontinuitätBgleichung. 

43 7, Im vorigen Abschnitte haben wir an zahlreichen 
leicht beobachtbaren ßewegungsformen der Flüssigkeiten nach- 
gewiesen, daß der Fluktor jug' der inneren Beschleunungen 
immer ein skalares Potential hat 

dessen negativen Wert wir die Spannung p genannt haben. 
Es ist so die Form der Bewegungsgleichung bestimmt und 
wir haben die Vektorverteilung g' damit auf die Verteilung 
zweier Skalare ^ und/? zurückgeführt, also ein Bestimmungs- 
stück der Beschleunungsverteilung gewonnen. Nun sind noch 
zwei skalare Gleichungen notwendig, um die Fluxion der 
Variablen p und u zu berechnen. 

438. Die Änderungen dieser Variablen werden durch 
ein Gesetz verbunden, welches man'^^die Zustandsgleichung 
nennt. 

Bei der Ableitung dieses Gesetzes wollen wir, wie überall 
in vorliegender Darstellung, nicht von einem speziellen oder 
gar statischen Experimente ausgehen. Wir gründen viel- 



312 Bewegung der deformierbaren Medien. 

mehr unsere Schlüsse auf den Typus der allgemeinen Be- 
wegungen idealer Flüssigkeiten. 

Es ist unverkennbar, daß (in sonst homogenen Flüssig- 
keiten) bei beliebiger Dichteverteilung nicht nur der Fluktor 
jug' der inneren Beschleunungen, sondern die wahren Be- 
schleunungen i selbst immer ein Potential haben 

rotö ^ 0. 

Zunächst ergibt sich dies unmittelbar aus der charakte- 
ristischen Tatsache, daß eine ideale Flüssigkeit immer, außer 
in den sogleich zu berücksichtigenden Ausnahmefällen, eine 
Strömung mit Geschwindheitspotential, also keine all- 
gemeine Strömungsform annimmt. Fast alle weiter oben be- 
schriebenen, oft vorkommenden Flüssigkeitsbewegungen sind 
in ihrem ganzen Felde wirbelfrei. Eine Strömung mit Ge- 
schwindheitspotential hat aber auch ein Beschleunungs- 
potential (nach 399). 

Ferner ergibt sich dies unmittelbar aus der charakte- 
ristischen Tatsache, daß die Wirbelringe einer Flüssig- 
keit materiellen Bestand haben. Die notwendige und 
hinreichende Bedingung hierfür ist, wie in 386. nachgewiesen 
wurde, daß die wahren Beschleunungen 6 der Flüssigkeit 
immer rotorfrei verteilt sind. 

429. Nun ist es aber leicht zu beobachten, daß die 
Wirbelringe sowie die Potentialringe der Flüssigkeit nur dann 
materiellen Bestand haben, wenn die äu ß er en Beschleunungen g 
rotorfrei verteilt sind, wie dies meist der Fall ist 

Setzt man aber eine zylindrische Schale, in welcher sich 
eine radial von einem galvanischen Strom durchflossene 
Flüssigkeit befindet, auf den Pol eines großen Magneten, so 
daß der magnetische Vektor parallel zur Achse des Zylinders 
verläuft, so haben die magnetischen Beschleunungen der Flüssig- 
keitsteile kein Potential und es bildet sich sofort ein Wirbel 
aus, indem die Flüssigkeit zu rotieren beginnt. Man kann 
auch auf diese Weise geschlossene Wirbelringe in einer aus- 
gedehnten Flüssigkeitsmasse erzeugen. 

Es ist also nicht eine der Flüssigkeit notwendig zu- 
kommende Eigenschaft, daß ihre wahre Beschleunung i, 



Die Zustandsgleichung und die Rontinoitätsgleichang. 313 

sondern daß ihre inneren Beschleunungen g' rotorfrei 

verteilt sind 

(a) rot 0' = . 

Sind die äußeren Beschleunungen nicht rotorfrei, so sind 
es auch die wahren Beschleunungen nicht. 

430, Nun haben aber die Wirbelringe und die ring- 
förmigen Räume des Geschwindheitspotentials nur in chemisch 
homogenen, gleichmäßig temperierten Flüssigkeiten 
materiellen Bestand. 

Die rasche Auflösung von Wirbelringen, welche in 
Wasser von ungleichmäßiger Temperatur oder von ungleich- 
mäßigem Salzgehalt fortschreiten, ist leicht zu beobachten. 

Ebenso die spontane Bildung von Wirbeln beim Zusammen- 
mischen von Wassermassen verschiedener Temperatur oder ver- 
schiedenen Salzgehaltes. 

In chemisch inhomogenen oder ungleichmäßig temperierten 
idealen Flüssigkeiten haben also die inneren Beschleunungen g' 
nicht notwendig ein Potential. 

431. Erwägen wir, daß der Fluktor jug' der inneren Be- 
schleunungen in allen idealen Flüssigkeiten ein Potential hat 

= rot jtt 9' = jtt rot fl' + V iw X flS 

so erkennen wir, daß in chemisch homogenen und gleichmäßig 
temperierten Flüssigkeiten auch bei ungleichförmiger Verteilung 
der Dichte mit Notwendigkeit 

ist, d. h. die inneren Beschleunungen g' stehen notwendig 
auf den Niveauflächen der Dichte senkrecht. 
Da der Fluktor 

^ fl' = - V /? 

dieselbe Richtung hat wie die innere Beschleunung g', so ist 

(a) V iw X V ;? = , 

d. h. die Niveautiächen der Dichte und Spannung fallen immer 
zusammen. In chemisch homogenen und gleichförmig 
temperierten idealen Flüssigkeiten ist die Spannung 
p eine Funktion der Dichte. 
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Da man die Dichte als einen Zustand der Flüssigkeits- 
teilchen bezeichnet, so kann man die Spannung p ebenfalls 
als einen Zustand desselben ansehen. Beide Zustände ändern 
sich nur, wenn das Volum des Flüssigkeitsteilchens sich 
ändert. 

Man bezeichnet die gesetzmäßige Beziehung zwischen 
Spannung und Dichte als die Zustandsgieichung 

p=m. ' ■ 

Eine besonders einfache Funktion der Dichte scheint 
die Spannung keineswegs zu sein. Für kleine Spannungs- 
änderungen kann man setzen 

(a) dp = Xj d^Ky 

worin der Wert des Koeffizienten Xj durch den chemischen 
Zustand des Mediums und durch die als konstant an- 
genommene Temperatur des Mediums bestimmt wird. 

Daß das Potential p eines physikalischen Vektors nicht 
nur analytische Bedeutung hat, sondern sich wie ein physi- 
kalischer Zustand verhält, ist nichts Ungewöhnliches und 
trifft auch für andere analytische Ableitungen physikalischer 
Vektorverteilungen zu. So ist z. B. die Divergenz der 
Gravitationsbeschleunung ebenfalls durch die Dichte des 
Mediums direkt bestimmt (vgl. § 386 S. 265). 

433« Die isentropische Zustandsänderung, Wir haben durch 
die Bedingung, daß die Temperatur des Mediums konstant 
sein soll, die stets mitspielenden thermischen Vorgänge insofern 
ausgeschaltet, als in diesem Falle der Wärmevektor, dessen 
Potential die Temperatur ist, überall und dauernd Null ist. 
Es tritt dies ein, wenn die Zustandsänderungen langsam 
erfolgen und die Wärmeleitungsfähigkeit des Mediums eine 
große ist. 

Es ist aber auch auf dem gerade entgegengesetzten Wege 
eine Abstraktion von den thermischen Vorgängen mögUch. 
Die Gase haben eine so geringe Wärmeleitungsfähigkeit, daß 
bei raschen Zustandsänderungen derselben die Wärmeleitung 
keine Rolle spielt. Da auch in Gasen die Wirbelringe mate- 
riellen Bestand haben, muß auch in diesem Falle die Spannung 
eine Funktion der Dichte sein 

(b) dp = ^2 d\i. 
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Der Koeffizient x^ dieser isentropischen Znstands- 
gleichung hat aber einen anderen Wert als der Koeffizient x^ 
der isothermischen Znstandsgleichung 431. (a). 

433. Erhaltung der Masse bei kleinen Volumsänderungen, 
Die Änderung der Dichte eines Flüssigkeitsteilchens wird 
ausschließlich durch dessen Volumsänderung bestimmt. Das 
Gesetz der Erhaltung der Masse bei Volumsänderungen 
darf nicht mit dem viel allgemeineren Gesetz der Erhaltung 
der Summe der Massen aller an einem Vorgang beteiligten 
Körper verwechselt werden. Komprimiert man eine in einem 
Zylinder durch einen Kolben abgeschlossene Flüssigkeit, so 
wird nicht nur behauptet, daß die Summe der Massen der 
Flüssigkeit und des Kolbens konstant bleibt, sondern daß die 
Masse der Flüssigkeit, also das Produkt aus Dichte (i und 
Volum (p mindestens bei kleinen Änderungen konstant bleibt 

(a) fjbdq) + (fd/jL =^ . 

Dieser Satz folgt im wesentlichen aus den Versuchen 
Guerickes über die Dichte dilatierter Gase (siehe Kap. 21). 
Er stammt aber aus vorwissenschaftlicher Zeit, in welcher man 
die Volumsänderungen von Flüssigkeiten überhaupt noch nicht 
nachgewiesen hatte und die Kompression der Gase noch wenig 
studiert hatte. Die Gleichung (a) wird noch heute ohne Be- 
weis als (im Gegensatze zu allen übrigen Zustandsgieichungen) 
mit absoluter Genauigkeit geltend angesehen, was nur in 
folgender Weise begründet werden kann: Man hat bei so ver- 
schiedenen Vorgängen nachgewiesen, daß die Masse einzelner 
fester und flüssiger Körper bei Eigenschaftsänderungen der- 
selben konstant bleibt, besonders auch bei Formänderungen, 
z. B. beim Pulverisieren eines festen Körpers, daß es eines 
besonderen Beweises bedürfte, um anzunehmen, daß bei der 
Dichteänderung einer Flüssigkeit oder eines Gases nur die 
Summe der Massen der beteiligten Körper (Flüssigkeit und 
Gefäß) konstant bleibt, nicht aber die Masse jedes einzelnen 
dieser Körper. 

Nicht nur die Masse, sondern auch die Wärmekapazität 
einer Gasmenge scheint bei Volumsänderungen mit großer An- 
näherung konstant zu bleiben. 
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434. Die Kontinuitätsgleichung, Bezeichne (p das Yolumen 
eines bewegten Flüssigkeitsteilchens, so folgt 

^^9 = 
oder 

_JL^ = JL^ = divt.. 

fi dt q) dt 

Hieraus folgt die Kontinuitätsgleichung, welche die Fluxion 
der Dichte bestimmt 

(a) --^ = iudivt>. 

Diese kann, da 

d ^ j^ d ^ 

~dT " 

ist, auch in die Form 

(b) -4f=div^t. 

gebracht werden (vergl. 383. (e). 

435* Die longitudinalen Wellen Zur Bestimmung des 
Koeffizienten x^ der isentropischen Zustandsgieichung bietet 
sich vor allem eine charakteristische Bewegungsform dar, die 
longitudinalen Wellen. Daß alle Flüssigkeiten und Gase dieser 
Bewegungsform fähig sind, wurde auf Grund der Theorie 
des Schalles erkannt und die akustischen Beobachtungs- 
methoden haben das Studium dieser Wellen sehr erleichtert, 
ja erst ermöglicht. Nun wollen wir zeigen, daß die Möglich- 
keit dieser Bewegungsform aus den Bewegungsgleichungen der 
Flüssigkeiten folgt und daß derKoeffizient x^ der Zustands- 
gieichung in einfacher Beziehung zu der Schallgeschwindig- 
keit steht. 

Aus der Bewegungsgleichung und Zustandsgieichung läßt 
sich die Spannung eliminieren. Dies ergibt 

Wir haben hier die partielle Fluxion der Geschwindheit 
an die Stelle der totalen gesetzt, was nur zu einer befriedigen- 
den Annäherung führt, wenn sämtliche Geschwindheiten sehr 
klein sind. Nur dann sind die Bewegungsgleichungen linear 
und homogen und haben einfache Integrale. Tatsächlich zeigen 



Die ZustandsgleichuDg und die Kontinuitätsgleichung. 317 

nur sehr schwache Schallwellen einfache Fortpflanzung und 
Superposition. Daß sich zwei schwache Schallwellen über- 
decken ohne sich zu stören, entspricht der Eigenschaft der 
Integrale homogener linearer Differentialgleichungen, daß die 
Summe zweier Integrale wieder ein Integral derselben ist 

Differenzieren wir nach der Zeit unter Zuziehung der 
Kontinuitätsgleichung 

Wir haben hierbei das Produkt der als sehr klein voraus- 
gesetzten Fluxionen -«y und ^ - vernachlässigt. Vernach- 
lässigen wir auch das skalare Produkt der kleinen Vektoren H 
und V jE^i so fällt die Dichte ganz aus der Gleichung heraus 
und es ergibt sich 

(a) -^ =1= ^2 V div t> . 

Dies ist nach 391. (a) die Differentialgleichung einer all- 
gemeinen longitudinalen Fortschreitung des Vektors t>, 
deren Fortpflanzungsgeschwindigkeit c sich durch 

(b) 

bestimmt Das Quadrat der Schallgeschwindigkeit c 
einer Flüssigkeit oder eines Gases ist dem Koeffi- 
zienten «2 der Zustandsgieichung derselben gleich. 

Da in allen Medien Schallwellen möglich sind, ist der 
Koeffizient x^ der isentropischen Zustandsgieichung 
eine wesentlich positive Zahl, d. h. mit steigender Dichte 
steigt die Spannung jeder Flüssigkeit und jedes Gases. 

436* Die Bestimmung der Schallgeschwindigkeit ist 
für die meisten Gase und Dämpfe das einzige Mittel, welches 
uns zu Gebote steht, um den Wert des Koeffizienten x^ zu 
bestimmen. 

Zu dieser Messung bedient man sich einer mit der zu 
untersuchenden Flüssigkeit gefüllten Resonatorröhre ab 
(Fig. 105), welche man durch Änderung ihrer Länge abstimmt 
auf den Ton einer Pfeife oder eines longitudinal schwingen- 
den Stabes, der in seiner Mitte festgestellt ist und mit einer 
Endplatte a die Resonatorröhre begrenzt (Kundt). Das Auf- 
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treten der stehenden Wellen in der Eesonatorröhre und ihre 
Länge erkennt man am besten mittels der Kundtschen Staub- 
figuren § 346. 

Das Verhältnis dieser Wellenlängen in verschiedenen die 
Röhre erfüllenden Flüssigkeiten und Gasen gibt das Ver- 
hältnis der Schallgeschwindigkeiten. Da die Schallgeschwindig- 




Cb 



il(((({((u«..^-=-a((({(((l((iii^^^«||^ 



Fig. 105. 



keit in Luft bekannt ist, ergeben sich so die absoluten 
Werte aller anderen Schallgeschwindigkeiten. Man erhält für: 







Schallgeschwindigkeit e 


Koeffizient x^ 


. 




(cm pro sec) 


cm* sec— 2 


Quecksilber 




200000 


40,0x10» 


Sodalösung 




159000 


25,3 


Wasser 




145000 


21,0 


Athyläther 




115000 


13,2 


Wasserstoff 




127000 


16,2 


Leuchtgas 




49000 


2,4 


Wasserdampf bei 


1000 C. 


42000 


1,77 


Luft 




33100 


1,10 


Kohlendioxyd 




25000 


0,63 


Atherdampf bei 40<> C. 


19500 


0,38 



437. Da die Spannung nach der Zustandsgieichung mit der 
Dichte zunimmt, und diese bei Volumsverkleinerung zunimmt, 
so folgt, daß die Spannung eines Flüssigkeitsteilchens 
steigen muß, wenn sein Volum abnimmt. Es ist nach 
der Zustandsgieichung 

dp = xd fi 

und nach dem Gesetz der Erhaltung der Masse 



dfi = — ^ 



woraus folgt 
(a) 



dg) 



dp = — X ^ 



dg) 
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Cr 



Si 



F 



T. 



Den Koeffizienten xfA nennt man den Eompressions- 
modul. Wir prüfen diese Folgerung an einem statischen 
Experimente. 

438. Statische Kompression, Eine Flüssigkeit (oder ein 
Gas) von der Spannung p sei in einem starrwandigen Gefäße 
durch einen Kolben abgeschlossen, die Spannung des äußeren 
Raumes sei p^. Bei vermehrter bzw. verminderter Belastung 
des Kolbens (Fig. 106) senkt bzw. hebt sich derselbe, so daß 
das Volum der eingeschlossenen Flüssigkeit kleiner bzw. größer 
wird. Man bezeichnet diese Er- 
scheinung als die Elastizität 
der Flüssigkeit. 

Da nun nach der zweiten 
Methode der Spannungsmessung 
(417.) diese Belastung der Poten- 
tialdifferenz {p — Pq) der einge- 
schlossenen Flüssigkeit gegen die 
Außenluft proportional ist, so er- 
kennt man, daß diese tatsächlich 
desto größer wird, je mehr das 
Volum der eingeschlossenen Flüs- 
sigkeit sich verkleinert. 

Das Gefäß, in welchem die 
Kompression vorgenommen wird, erfährt eine elastische Aus- 
weitung, wenn die Spannung im Innern derselben größer ist 
als außen. Man kann dies an Kautschukballons oder Ane- 
roidbarometern leicht beobachten und es kann also darauf 
sogar eine Methode der Messung von Spannungsdiffe- 
renzen gegründet werden (vergl. Kap. 23). 

Handelt es sich um die Bestimmung der Kompressibilität 
von Flüssigkeiten, wobei sehr bedeutende Spannungserhöhungen, 
aber kleine Volumsänderungen zu beobachten sind, so muß 
das Gefäß dadurch vor Ausweitung geschützt werden, daß es 
ganz in die Flüssigkeit eintaucht, so daß keine Spannungs- 
differenz seines Innenraumes gegen den Außenraum vorhanden 
ist. Dann verkleinert sich der Fassungsraum des Gefäßes bei 
Spannungserhöhung ebenso wie ein solider Körper aus dem 
Material der Gefäßwand. Man kann also nur den Überschuß 



Fig. 106. 
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der Kompressibilität der eiogeschloBsenen FlUsaigkeit gegen 
die Kompressibilität des Materials der Gefäßwand erkennen. 
Letztere kann jedoch auf Grund 
des bekannten elastischen Ver- 
haltens dieses Materials be- 
rechnet werden. Man verwendet 
eine dünnwandige Glasbirne, 
welche mit der zu untersuchen- 
den Fltissigkeit gefUUt ist und 
mit der äußeren Flüssigkeit durch 
ein Kapillarrohr kommuniziert, 
welches eventuell durch einen 
Quecksilberfaden abgeschlossen 
ist (Fig. 107). Komprimiert man 
die äußere Flüssigkeit mittels 
einer Kompressionspumpe , so 
steigt ihre Spannuny, und diese 
kann mittels eines Manometers 
gemessen werden. Die Spannung 
der Flüssigkeit innerhalb der 
Birne steigt in gleichem Maße 
und die YerscbiebuDg des Queck- 
silberfadens zeigt den Überschuß 
f^- Ifl'. der VolumaTerkIeineruDgan(Pi6- 

zometer von Oerstedt). 
Man erhält so den Kompressionsmodul für 



'iferci 



Quecksilber 

Wasser 
Ätbyläther 0" C. 



0,9 



Die aus der bekannten Dichte dieser Flüssigkeiten be- 
rechneten Werte des isothermischen Koeffizienten x^ stimmen 
recht wohl mit den aus der Schallgeschwindigkeit berechneten 
Werten des isentropischen Koeffizienten x^. 

439. Erste Methode zur Messung der absoluten Dichten der 
Gase. Diese sind uns noch unbekannt, jedenfalls aber sehr klein. 
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Da nun die Schallgeachwindigkeit c in Gaseu vou derselben 
Größenordnung ist wie in Flüssigkeiten, so folgt, daß der 
KompresBionsmodul fic^ der Gase sehr klein 
sein muß, d. h. daß die Gase bei großen Volums- 
änderungeu nur kleine Spannuugsäuderuugeu zeigen. 

Es ist deshalb leiclit, den ungefähren Wert ftx^ 
des Kompressionsmoduls der Gase darcb ein statisches 
Esperiment zu bestimmen, und so das Kompressions- 
gesetz zu bestätigen. Man sperrt eine Gasmenge in 
dem oben geschlossenen Schenkel eines Quecksilber- 
manometers (Fig. 108] ab und mißt den Zusammen- 
hang zwischen den Niveaudifferenzen der Quecksilber- 
kuppen und den Tolumsänderungen des Gases. 

Die folgende Tabelle gibt die so beobachteten 
Kompression smoduln der Gase an, welche bei kon- 
stanter Temperatur und normaler Spannung fUr alle 
Gase nahezu gleich sind. Dieses einfache Gesetz 
der Öasausdebnung bei konstanter Temperatur kann erst 
in Kap. 20 in umfassender Form ausgesprochen werden. 

Da der Koeffizient x^ — x^ durch die Schall- 
geschwindigkeit bestimmt ist, so können wir vor- 
läufige Werte der absoluten Dichten der Gase von 
normaler Spannung und Temperatur berechnen. 



x,/ifgrem-l8t!C-3) H^(cm-*-^aev-^)' /i(grem-S) 



Waaseretoff 1 

Luft I / 1,02x10" 

Kohlendiozyd j ) 



16,2x10» 


0,000063 


1,1 


0,00093 


1 0,63 


0,0016 



Stünden uns nicht zufälligerweise hochsiedende 
Flüssigkeiten wie Wasser, Quecksilber, Ol zur Ver- 
fügung, so wären die Entdeckungen von Torricelli 
und Guericke, welche wir im nächsten Abschnitte 



icht gemacht. In Fig. 108. 
iger Methode, die 

sehr zufrieden sein. 



besprechen wollen, noch heute 
diesem Falle könnten wir mit obig 
ungemein kleinen Gasdichten zu bestin 

440. Diese teilweise statische Methode ist jedoch noch 
durch die notwendig eintretende Wärmeleitung kompliziert und 

Jaumann, Bewegungslehre. 21 



322 Bewegung der deformierbaren Medien. 

gibt deshalb nicht ganz richtige Werte des isentropischen 
Eompressionsmoduls und der Gasdichten. Man kann diesen 
Fehler hier noch vermeiden, indem man die Kompressions- 
beobachtungen in so kurzer Zeit vornimmt, daß die Wärme- 
leitung geringfügig ist. 

Hierzu ist eine im wesentlichen von Clement und 
Desormes herrührende Versuchsanordnung geeignet. Man 
öffaet einen Rezipienten, in welchem ein Gas von gemessener 
Spannung sich befindet, kurze Zeit, so daß sich notwendig 
die gleichfalls bekannte Spannung der Außenluft in den Rezi- 
pienten eingestellt haben muß. Hiermit ist die Spannungs- 
änderung bekannt. Die zugehörige Dichteänderung läßt 
sich durch Wägung des Rezipienten vor und nach dem Ver- 
such feststellen. Man erhält hierdurch Werte der Koeffizienten 
«2 der Zustandsgieichung, welche mit den aus der Schall- 
geschwindigkeit bestimmten sehr wohl übereinstimmen. Würde 
man diesen Versuch so einrichten, daß die zugehörigen Volums- 
änderungen des Gases direkt gemessen werden können, so 
würde man den isentropischen Kompressionsmodul, und damit 
genaue Werte der Gasdichten nach 439. erhalten. 

441. Nicht die bei gewöhnlicher Temperatur keiner Ver- 
flüssigung fähigen Gase, sondern die im übrigen gasartigen, 
aber kondensierbaren Dämpfe zeigen vor dem Übergange in 
den flüssigen Zustand die kleinsten, ja vielleicht sogar nega- 
tive Werte des isothermischen Kompressionsmoduls. Letzterer 
Fall, daß nämlich die Spannung bei Volumsverkleinerung nicht 
steigt, sondern sinkt, würde allerdings nur beobachtbar sein, 
wenn der Übergang des Dampfes in die Flüssigkeit kontinuier- 
lich erfolgen würde. Derselbe spaltet aber nach Erreichung 
einer maximalen Spannung, ohne weiter seine Eigenschaften 
zu ändern (gesättigter Dampf), bei weiterer Kompression 
immer größere Mengen der Flüssigkeit ab. In diesem Fall ist 
also der isothermische Kompressionsmodul Null Wir kommen 
hierauf sogleich zurück. 

Bei dem Clement und Desormesschen Versuche erhält 
man aber auch für Dämpfe positive Werte des isentropischen 
Koeffizienten Xg. Die gesättigten Dämpfe verschiedener Flüssig- 
keiten verhalten sich hierbei verschieden, indem einige bei 
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rascher Ausdehnung, andere bei rascher Kompression Nebel 
bilden, also teilweise kondensieren. 

Bei der Fortleitung schwacher Schallwellen verhält sich 
ein gesättigter Dampf wie ein Gas. Starke Schallwellen können 
aber die Nebelbildung einleiten. Bei sehr feuchter klarer Luft 
(im Hochgebirge während einer ßegenpause) kann man z. B. be- 
obachten, daß bei dem scharfen Knall einer Peitsche eine 
Nebelfahne von der Peitschenschnur ausgeht. 



im jS 



19. Die gesättigten Dämpfe, 

443. Zu Galileis Zeit beobachtete man in einem floren- 
tinischen Garten, daß sich auch bei bester Konstruktion einer 
Brunnenpumpe das Grundwasser nicht höher als 1015 cm 
heben läßt. Es ist dann die Spannung an dem 
oberen Niveau der Wassersäule gering (um 1015 gr 
pro cm* kleiner als die Spannung der äußeren Luft 
an dem Grund wasserniveau), und es tritt rasches 
Verdampfen schon bei gewöhnlicher Temperatur ein. 
Unter dem noch höher gehobenen Pumpenkolben 
füllt sich das Steigrohr mit Wasserdampf. 

443. Sehr folgenreich wurde folgende Modi- 
fikation dieses Experimentes durch Guericke (1645). 
Dieser sog das Wasser mittels einer Pumpe aus 
einem geschlossenen Kupfergefäß, welches sich hierbei 
mit kaltem Wasserdampf füllte. Man kann dieses 
Experiment mittels einer gläsernen Wasserspritze 
wiederholen, die durch einen Hahn verschließbar ist 
(Fig. 109). Dieselbe läßt sich leicht bei geöflfnetem 
Hahn mit etwas luftfreiem Wasser füllen. Schließt 
man dann den Hahn und zieht nun den Kolben 
heraus, so sinkt die Spannung des Wassers sofort 
und ungemein rasch, der geringen Kompressibilität 
des Wassers wegen. Aber sie sinkt um nicht mehr als 
1015 gr pro cm^ (wie man sich z. B. durch eine an den p. 
Kolben angeschlossene Federwage überzeugen kann), 
bei weiterer Volumvergrößerung ändern die Flüssigkeit und 
der Dampf ihre Eigenschaften und ihre Spannung nicht mehr, 

21* 
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Fig. 110. 



es entsteht aber eine immer größere Menge Dampf von gleicher, 
also ganz bestimmter Spannung. 

444. Guericke füllte ferner eine mehr als 10 m lange, 
an einem Ende geschlossene Röhre völlig mit Wasser, tauchte 
ihr offenes Ende so in einen Wasserkilbel, daß keine Luft ein- 
drang, und richtete nun die Röhre 
auf (Wasserbarometer). Ob 
nun die Röhre schief oder senk- 
recht steht, die Höhendifferenz 
des unteren und oberen Wasser- 
niveaus beträgt stets 1015 cm, der 
darüberstehende Wasserdampf hat 
stets die entsprechende konstante 
Spannung und kondensiert oder 
bildet sich in größerer Menge, je 
nachdem durch das Neigen der 
Barometerröhre der Dampfraum 
des Barometers verkleinert oder 
vergrößert wird (Fig. 110). 

445. Man kann ferner einen Rezipienten unter Zuhilfe- 
nahme von Temperaturänderungen mit kaltem Dampf fallen. 
Leitet man die Dämpfe von bei 101® siedendem Wasser, welche 
eine etwas höhere Spannung als die Außenluft haben, längere 
Zeit durch den Rezipienten, so verdrängen sie die in dem- 
selben enthaltene Luft und erwärmen den Rezipienten auf 100®. 
Schließt man denselben nun und kühlt ihn bis zu normaler 
Temperatur ab, so kondensiert der Wasserdampf zum Teil, 
und seine Spannung sinkt hierbei um 1015 cm. 

446. Ganz in derselben Weise findet die Dampfbildung 
aller anderen Flüssigkeiten statt, nur daß bei gegebener Tempe- 
ratur die Dampfspannungen verschiedener Flüssigkeiten ver- 
schieden sind, und zwar desto kleiner, je höher der Siedepunkt 
der betreffenden Flüssigkeit ist. 

Die folgende Tabelle gibt für verschiedene Flüssigkeiten 
den Siedepunkt in Celsiusgraden (für normale Luftspannung) 
und die Differenz der Dampfspannung der Flüssigkeit gegen 
die Spannung des Wasserdampfes bei derselben normalen 
Temperatur (20® C). 
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Siedepunkt 


bei 200 C. 


•• 

Änderung der 


Flüssigkeit 


bei normaler 


Differenz der 


Spannung 




Spannung 


Dampfspannungen 


pro 1* C. 


Kohlendioxyd 


- 800 c. 


58800 gr/cm* 


1500 gr/cm* 


Schwefeldioxyd 


- 20 


3000 


135 


Äthylchlorid 


+ 12 


1330 


55 


Athyläther 


35 


570 


27 


Alkohol 


78 


37 


4,6 


Wasser 


100 





1,5 


Propionsäure 


142 


- 20 


0,37 


Chinolin 


238 


- 23 


0,04 


Quecksilber 


350 


- 23,3 


0,0007 



Der Torricellische Versuch der Verdampfung des Queck- 
silbers durch Ausdehnung bei gewöhnlicher Temperatur ist 
der älteste und grundlegende auf diesem Gebiete (1643.) Das 
Guerickesche Wasserbarometer ist eine Nachbildung des 
Torricelli sehen Quecksilberbarometers. 

447. Die D if f er en z en der Dampfspannungen verschiedener 
Stoffe bei gegebener Temperatur, ebenso die Differenzen 
der Dampfdichten sind vollkommen konstant, von allen 
anderen Versuchsbedingungen unabhängig. Man darf also 
jedem gesättigten Dampf eine bestimmte absolute Dichte und 
eine bestimmte absolute Spannung zuschreiben, welche 
nur von der Temperatur abhängen. 

Die Änderung der Dampfspannungen mit der Temperatur 
ist in obiger Tabelle angegeben. Sie ist desto kleiner, je 
kleiner die Dampfspannung ist, und für hochsiedende Flüssig- 
keiten, vor allem Quecksilber, praktisch gleich Null. 

448« Untere Grenze der Dampfspannungen, Von prin- 
zipieller Bedeutung ist es, daß die Dampfspannungen hoch- 
siedender Flüssigkeiten bei Herabsetzung der Temperatur sich 
einer bestimmten, für alle gemeinsamen unteren Grenze 
nähern, von welcher die Spannung des Wasserdampfes bei 
20® C. noch um etwa + 23,6 gr/cm^ die Spannung der Propion- 
säure bei gleicher Temperatur aber nur um 3,6 gr/cm^ jene 
des Quecksilberdampfes nur um 0,3 gr/cm* entfernt sein mag. 

Je tiefer die Temperatur sinkt, desto mehr nähern sich 
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alle Dämpfe in ihrer Spannung dieser bestimmten Grenz - 
Spannung. 

449. Anwendungen des Barometers, Die absolute Konstanz 
der Spannung der Dämpfe bei bestimmter Temperatur, ja des 
Quecksilberdampfes in einem größeren Temperaturintervall 
hat hohe experimentelle Bedeutung. Man legt diese Spannung 
der Messung aller Spannungsdifferenzen zugrunde und ge- 
winnt hierdurch die Möglichkeit, Spannungen, welche 
an verschiedenen Orten zu verschiedenen Zeiten ge- 
messen wurden, miteinander vergleichen zu können^ 
d. h. ihre Differenzen in absolutem Maße angeben zu 
können. Hierzu dient das Barometer (Fig. 111). 

Zunächst hat man die langsame zeitliche 
Variation der Spannung der Luft erkannt. Diese 
ist im Mittel 1033 gr/cm^ größer als die Spannung 
des kalten Quecksilberdampfes, so daß die Säule des 

B Quecksilberbarometers 76 cm Höhe hat. Dieser Baro- 
meterstand schwankt aber oft um ± 2 cm, ja aus- 
nahmsweise um + 5 cm. Die Luftspannung zeigt eine 
tägliche und jährliche Schwankung und außerdem un- 
regelmäßige Änderungen je nach den Luftströmungen. 
Ferner verfolgen die zahlreichen über die ganze 
Erde zerstreuten meteorologischen Stationen die 
Spannungsverteilungen der Luft in der Nähe der Erd- 
oberfläche. Aus derselben folgt die Beschleunungs- 
verteilung der Luft, also ist die Verteilung der Wind- 
richtung und Windstärke wesentlich darch diese 
Spannungsverteilung mitbestimmt. Fig. 112 stellt eine 
Fig. 111. Wetterkarte dar, in welcher die Linien gleicher Luft- 
spannung (Isobaren) und ferner die durch Pfeile 
angedeuteten Windrichtungen zu bemerken sind. Diese weichen 
überall von den auf den Isobaren orthogonalen Gefällslinien 
der Luftspannung im gleichen Drehungssinne ab, was davon 
herrührt, daß die Luftströmungen, abgesehen von dem Spannungs- 
gefälle, ihre Richtung in bezug auf den Fixsternhimmel be- 
wahren, so daß sich dieselbe in bezug auf die Erde dreht. 

450. Zweite Methode zur Bestimmung der Luftdichte, Von 
besonderer theoretischer Wichtigkeit ist die Verteilung der 
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LuftBpanTiuDg in vertikaler Richtang. Falls die Luft eine 
meßbare Dichte bat, so muß die Luftspanaang nach oben zn 
abnehmen. Pascal wies bald nach Erfindung des Barometers 
nach, daß die Luftspannnng auf dem 1000 m hohen Puy-de- 
Dome am 117 gr/cm' kleiner ist, als am Fuße dieses Berges. 
Die Barometerstände unterscheiden sieb für diese Höhen- 
differenz um 8,6 cm. 

Es läßt sich leicht zeigen, daß die mittlere absolute 
Dichte (i der Luft sich zur Dichte des Quecksilbers fj^ wie 



Fig. 112. Nordoatstarm im Baltischen Meere am 13. November 1872 
nach J. Hann, Ällg. Erdkonde. 

die Änderung des Barometerstandes db zur Höhenänderung dh 
verhält, 

Für jede ruhende Flüssigkeit gilt nach 405. 
dp 

Bezeichnet db die Änderung des Barometerstandes, welche 
der Höhenänderung dk entspricht, so ist 
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und also 

Auf diese Weise kann man die Luftdichte fi in ver- 
sdiiedenen Höhen bestimmen. Man beobachtet (stets bei 10" C.) 



in der Höhe 


den Barometer- 


db für 


Luftdichte 


h 


sUnd b 


100 m Erhebung 


f 










100 


75,09 


0,91 cm 




500 
600 


71,66 

T0,SO 


0,86 


0,00117 


1000 
1100 


67,57 
66,76 


0,81 


0,00110 


1500 

leoo 


63,62 
62,86 


0,76 


0,00103 


2000 
2100 


59,92 
59,21 


0,71 


0,00096 



451. G<ts- und Dampf dichten. Da wir nun die e 
Dichte der Luft kennen, sind wir in der Lage durch eine ein- 
fache Wägung die absolute Dichte jedes anderen Stoffes be- 



Fig. 113. 

stimmen zu können. Eine mit Kohlensäure gefällte Flasche 
von 1 Liter Inhalt wiegt bei 10" C. um 0,645 gr mehr als 
wenn sie mit Luft gefüllt ist, also ist die Dichte der Kohlen- 
Häure um 0,000645 gr pro cm' größer als jene der Luft, also 
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gleich 0,00189 gr/cm'. Mit kaltem Wasserdampf gefüllt wiegt 
diese Flasche um 1,231 gr weniger als mit Luft gefüllt. Die 
Dichte des Wasserdampfes bei 10^ C. ist also 0,000009 gr pro cm^ 
Fig. 113 stellt eine Leuchtgaswage dar. 

Hiernach ergeben sich folgende absolute Gas- und Dampf- 
dichten: 



für 10 C. 



Dichte 



Kohlendioxyd . . . ' 0,00189 gr pro cm^ 



Sauerstoff . 
Stickstoff . 
Sumpfgas . 
Wasserstoff 
Wasserdampf 



0,001254 

0,001200 

0,000685 

0,0000855 

0,0000090 



Die Dichten der Gase sind kleine Bruchteile der Dichten 
der flüssigen und festen StoflFe. Die Dichten der kalten Dämpfe 
hochsiedender Flüssigkeiten sind aber sogar nur kleine Bruch- 
teile der Gasdichten. Eine Tonne Wasserdampf von 10® C. 
hat die Masse 0,9 gr. Eine Tonne Quecksilberdampf von 10® C. 
dürfte 0,02 gr Masse haben. 

Es ist aber ganz unrichtig, diesen Dampf als einen 
Stoff zu betrachten, der nahezu immateriell ist. Seine Dichte 
unterscheidet sich allerdings nur um eine verschwindend kleine 
Differenz von dem Werte Null. Es kommt aber nicht auf 
die Dichtendifferenzen, sondern auf Dichtenverhältnisse an. 
Verglichen mit dem Stoff von der kleinsten denkbaren 
Dichte ist das den Torricellischen Barometerraum erfüllende 
Medium als ein Stoff von unendlich großer Dichte anzusehen. 



20. Die untere Grenze der Spannung der Gase. 

453. Eine wesentlich tiefere Einsicht in das Verhalten der 
Gase brachte die Erfindung der Dilatationsluftpumpe durch 
Guericke (1645). Dieselbe erleichtert es die Eigenschaften 
eines Gases in stark ausgedehntem Zustande zu studieren. 

453. Die Kompressionsluftpumpen waren schon im 
Altertume bekannt und wurden zur Füllung der Windbüchsen 
verwendet. Die Idee, Luft wie eine Flüssigkeit mittels einer 
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genau gearbeiteten Pumpe aus einem Eaume in einen anderen 
zu treiben, und die Beobachtung der starken Kompressibilität 
der Luft war also nicht neu. Merkwürdigerweise ist im Laufe 
eines Jahrtausends niemand auf den G-edanken gekommen, 
den E.ezipienten an das Saugrohr der Eompressionspumpe 
anzuschließen und so dilatierte Luft herzustellen. 

Gruericke ging von dem in 443. beschriebenen Experi- 
mente aus, indem er durch Auspumpen eines geschlossenen, 
völlig mit Wasser erfüllten Gefäßes einen mit dem Torricelli- 
schen Barometerraum vergleichbaren Raum herstellen wollte. 
Tatsächlich erreichte er sein Ziel einigermaßen, weil der 
Wasserdampf bei gewöhnlicher Temperatur eine nur wenig 
höhere Spannung und Dichte hat als der Quecksilberdampf. 

Prinzipiell neu, gänzlich von den italienischen Experi- 
menten verschieden, war der nächste Versuch Guerickes, 
durch möglichste Ausdehnung der Luft zu ebenso kleinen 
Spannungen zu gelangen. Zu diesem Ende mußte er das 
Spiel der Ventile der Kompressionsluftpumpe umkehren 
und Luft aus einem geschlossenen B.ezipienten auspumpen. 
Nach den Erfahrungen mit der Kompressionspumpe mußte 
die Spannung und Dichte der Luft mit der Dilatation 
sinken. 

Ist dieses Sinken unbegrenzt, so mußte dabei die Spannung 
des kalten Wasserdampfes und Quecksilberdampfes erreicht und 
möglicherweise wesentlich unterschritten werden. Vor An- 
stellung des Versuches stand nichts im Wege zu hoffen, daß 
man auf diesem Wege eine dilatierte Luft herstellen könne, 
deren Spannung um beliebig große Differenzen kleiner als jene 
der normalen Luft, also auch um beliebig große Differenzen 
kleiner als jene des Torricellischen Barometerraumes (des 
kalten Qaecksilberdampfes) wäre. 

Die Versuche Guerickes ergaben jedoch, daß die Spannung 
der Luft und aller anderen mit der Luftpumpe dilatierten 
Gase bei fortgesetztem Arbeiten der Pumpe sich einem be- 
stimmten Grenzwerte nähert, welcher zwischen der Spannung 
des kalten Wasserdampfes und Quecksilberdampfes liegt, und 
vermutlich bei ideal präziser Konstruktion der Pumpe gleich 
der Dampfspannung des Öles ist, welches zur Dichtung der 
Pumpe unentbehrlich ist. 
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454. Bas Daltonsche Gesetz. In allgemeiner Form sprach 
Dalton dieses Guerickesche Gesetz aus. 

Steht ein Gas mit einer Flüssigkeit (z. B. Äther oder 
heißem Wasser) bei stets konstanter Temperatur in Kontakt^ 
so ist die Spannung p desselben jedenfalls höher als die Dampf- 
spannung Pq der Flüssigkeit Der Gasraum enthält hierbei 
Flüssigkeitsdampf, wie man sich durch Kondensationsversuche 
überzeugen kann, was wir hier nicht näher verfolgen wollen. 

Dilatiert man nun dieses mit einer Flüssigkeit in Kontakt 
stehende Gas unbegrenzt, so nähert sich seine Spannung p 
einem bestimmten unteren Grenzwerte, nämlich der Dampf- 
spannung Pq der Flüssigkeit Es verschwindet also die Differenz 
{p — Pq)j wenn das Volum (p unendlich wird. Die einfachste 
mögliche Form des Daltonschen Gesetzes ist also 

[p — Pq) cp = konst 

und diese ist mit großer Annäherung gültig. 

Ein spezieller Fall des Daltonschen Gesetzes ist das 
Boylesche Gesetz, welches für ein mit kaltem Quecksilber 
in Kontakt stehendes Gas gilt In diesem Falle ist unter 
[p — pj die mit dem Quecksilberbarometer gemessene Spannung 
des mit Quecksilberdampf gesättigten Gases zu verstehen. 

Denken wir uns, es gäbe eine Flüssigkeit, deren Dampf- 
spannung möglichst nahe, noch näher als jene des kalten Queck- 
' Silberdampfes, an der untersten Grenze aller Dampf- 
spannungen liegt, und nennen wir diese jetzt p^, bezeichnen 
wir mit 

^ = P - Po 

die Differenz der Spannung eines mit dem Dampfe dieser 
Flüssigkeit gesättigten Gases gegen diese Grenzspannung, und 
nennen P die absolute Spannung des Gases, so können wir 
das Boylesche Gesetz in der Form 

P(p = konst 

aussprechen: Das Produkt aus der absoluten Spannung und 
dem Voluin einer Gasmenge ist bei konstanter Temperatur 
konstant Da dieses Gesetz ohnehin nur mit Annäherung gilt, 
und man bei allen Messungen das Gas durch Quecksilber ab' 
sperren muß, kann man die absolute Spannung P, wenn ihr 
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Wert nicht sehr klein ist, als die mit dem Quecksilber- 
barometer gemessene Spannung bezeichnen. 

455. Es ist sehr wahrscheinlich, daß unter den günstigsten 
Bedingungen die Spannung aller Gase bei unbegrenzter 
Ausdehnung gerade bis zu einem und demselben 
Grenzwert gebracht werden kann, welchem sich auch die 
Spannung aller gesättigten Dämpfe bei Herabsetzung der 
Temperatur nähert. 

Die absolute Spannung in diesem Grenzzustande hat nach 
obiger Definition den Wert Null. 

Keineswegs ist diese Grenzspannung der Dämpfe und 
Gase eine untere Grenze aller möglichen Spannungen. Die 
Flüssigkeiten können bei sehr vorsichtiger Dilatation weitaus 
niedrigere Spannungen (also iiegative absolute Spannungen) 
annehmen. Luftfreies Quecksilber bildet den Toricellischen 
Dampfraum nicht, auch wenn die Barometersäule vorsichtig 
bis auf 100 oder 120 cm Höhe gebracht wird. Es herrscht 
dann in den höher als 76 cm liegenden Teilen der Quecksilber- 
säule eine bedeutend kleinere Spannung als jene des kalten 
Quecksilberdampfes. Es ist aus theoretischen Extrapolationen 
der Zustandsgieichung wahrscheinlich, daß auch die Flüssig- 
keiten eine untere Grenze der Spannung haben, welche aber 
(bei Flüssigkeiten von hohem kritischen Druck) um viele Atmo- 
sphären niedriger liegt als die absolute Spannung Null. 

456. Bas Mischungsgesetz. Mehrere mit derselben Flüssig- 
keit von der Dampfspannung p^ in Kontakt stehende Gase 
von den Spannungen p^ und Volumen qp^ seien gegeben. Wir 
bringen dieselben zunächst durch Volumsänderung auf eine 
beliebige gleiche Spannung/?, wobei die Summe ihrer Volume 
gleich cp werde. Es folgt aus dem Daltonschen Gesetze 
durch Addition 

[P -Po) 9 = 2(ä - Po) 9i • 

Mischt man diese Gase von gleicher Spannung p ohne 
Änderung ihres Gesamtvolums cp, so zeigt die Mischung die- 
selbe Spannung p. Das Resultat des Mischungsvorganges 
hängt nicht von der Reihenfolge der Operationen, sondern 
nur vom Endvolum cp ab. Die Mischung befolgt ebenfalls das 
Daltonsche Gesetz. 
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Es ist also immer das Produkt aus dem SpannuDgsUber- 
scbnß [p — Pf,) und Volum ^ der Mischung gleich der Summe 
dieser Produkte der Bestandteile. 

Setzt man p^ gleich der Spannung des Quecksilber- 
dampfes, so kann man die Mischungsregel fttr die absoluten 
Spannungen F aufrecht erhalten 

457. Die Wirhungsgrenze der Guerickesckea Pumpe läßt 
sich unter Zugrundelegung des Boyleschen Gesetzes wie folgt 
berechnen. Jede Pumpe besteht aus einem Räume von ver- 



Fig. 114. 

änderlichemYolum: dem Saugraume. Das kleinste Volum y^ 
desselben heißt der schädliche Raum, das größte Volum rp 
desselben heißt der wirksame Baum. 

Ist der Saugraum einer Dilatationspumpe auf sein kleinstes 
Volum gebracht, so herrscht in diesem die Spannung der 
äußeren Luft P^. Die kleinste Spannung P^, welche also 
je in dem Saugraume vorhanden sein kann, bestimmt sich durch 

P, = ^P,. 

Schaltet man aber zwei Pumpen hintereinander (Babinet), 
so kann in dem schädlichen Eaume der zweiten Pumpe und 



334 Bewegung der deformierbaren Medien. ' 

also auch in dem Rezipienten eine kleinere Spannung her- 
gestellt werden. Als Grenze der Wirksamkeit der Guericke- 
schen Pumpen modernster Form (Fig. 114) kann man eine 
Spannung bezeichnen, welche um 10-^ gr/cm' höher ist als die 
Spannung des Öldampfes. 

458. Die Quecksilberluflpumpen. Das Mac Zeodsche 
Manometer. Mit tausendfach höherem Erfolg arbeiten die 
Quecksilberluftpumpen. Von diesen 
beruhen die Sprengeischen Queck- 
silberstrahl-Saugwerke in erster An- 
näherung auf der in 401. berechneten 
Spaunnngsemiedrigung in engen Stellen 
einer von Quecksilber stationär durch- 
strömten Röhre. In WirkUchkeit spielen 
komphziertere hydrodynamische Wir- 
kungen [die Strahlbildung, das Ab- 
reißen und Zusammenfließen von 
Tropfen) mit. 

Die Geisslersche Quecksilberluft^ 
pumpe besteht aus dem Saugraum, 
welcher durch ein GlasgefäB dar- 
gestellt wird , dessen Fassungsraum 
durch eindringendes Quecksilber ver- 
kleinert werden kann. Gegen den 
Rezipienten und die Außenlaft ist der- 
selbe durch Ventile und zwar durch 
Glashähne oder besser [nach Töpler) 
durch Quecksilberrück Schlags Ventile ab- 
geschlossen (Fig. 115). 

Wie sehr diese Pumpen die 
Fig. 115. Spannung im Rezipienten der Spannung 

des Quecksilberdampfes nähern, kann 
mit dem Mac Leodschen Manometer nachgewiesen werden. 
Dasselbe besteht aus einem Saugraum s (Fig. 116), welcher 
oben in eine kalibrierte Kapillare c übergeht, deren oberes Ende 
geschlossen ist. Von unten kann Quecksilber eingetrieben 
werden und unten steht auch der Saugraum durch ein Queck- 
silberrückschlagsventil b mit dem Rezipienten E in Ver- 
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biadung. Beim Eintreiben des Quecksilbers bis in die Kapil- 
lare c kann daa in dem Saugraum vorhandene Gas und Dampf- 
gemiscb bis auf lO-* des Anfangsvolums gebracht werden. 
Man bemerkt dann, wenn der Rezipient und also der mit dem- 
selben anfängliche kommunizierende Saugraum S des Mano- 
meters gut ausgepumpt war, eine NiveaudifFerenz von etwa 
U,2 cm der Quecksilberkuppen in der Kapillare c und in 
dem Steigrohr b (welches gleiches Kaliber haben soll). Nach 
dem Daltonschen Gesetze folgt, daß die Spannung im Kezi- 
pienten nur um 

0,2. 10-6 cm Hg = 1,5 x 10"' gr/cm* 
größer als jene des Quecksilberdampfes ist, daß also der theo- 
retische Grenzwert der Wirkung 
der Pumpe bis auf eine sehr kleine 
Differenz erreicht wurde. 

459. Dritte Methode zur 
Messimg der Spannungen. Nach 
dem Boyle sehen Gesetze kann 
man aus den Yolumsänderungen 
eines Gases auf seine Spannungs- 
änderungen schließen. Hat eine 
in einem einerseits geschlossenen 
Glasrohre durch einen Quecksilber- 
faden abgeschlossene Gasmenge 
(Gasmanometer, Fig. 117) an- 
fänglich die Spannung der Äußen- 
Inft, so hat sie die n-fache abso- 
lute Spannung (n Atm.), wenn ihr 
Volum H-mal kleiner geworden ist. 
Die andere Kuppe des Quecksilber- 
fadens grenzt an den Kaum, dessen 

Spannung gemesen werden soll. Fig. lie. Fig. in. 

Haben die beiden Quecksilber- 
kuppen eine NiveaudiSerenz, so muß das vertikale Spannungs- 
gefälle in dem ruhenden Quecksilber mit in Rechnung gezogen 
werden. 

Dieses Manometer hat (abgesehen von seiner geringeren 
Genauigkeit) den Vorzug der Barometer, die Differenz einer 



336 Bewegaog der deforioierbaren Medien. 

beliebigen zu messendeD Spannung gegen die Grenzspannung 
anzuzeigen, also absolute Spannungsmessungea zu gestatten. 

460. Bas Volumenometer. Umgekehrt kann man aus der 
Spannungsänderung eines 6-asraumes auf seine Yolumsänderung 
schließen. 

Ändert man femer das unbekannte Gaavolum ff um den 

bekannten Betrag dtp und beobachtet dabei eine Änderung 

der absoluten Spannung P um 

^■^ dp, 80 ist 

Man verwendet diese Methode, 
um das Volum von Körpern zu 
bestimmen, die man nicht gern 
in eine Flüssigkeit eintauchen 
möchte (leicht lösliche, pulver- 
förmige oder poröse Korper). 
Diese bringt man in den Torher 
nach obiger Methode ausge- 
messenen Gasraum tf und 
wiederholt die Messung, wo- 
durch der restliche Gasraum, 
also auch das zu messende Volum 
des Körpers bestimmt wird 

Der Kaum Ä des Volumeno- 
meters {Fig. 118) verlängert sich 
nach unten in eine mit Volums- 
marken m versehene Köhre B, 
welche durch die Quecksilber- 
knppe eines Manometers abge- 
schlossen wird. Es ist so möglich 
durch Änderung des Queck- 
süberstandes bekannte Volums- 
änderungen durchzuführen und 
die zugehörigen Spannungs- 
änderungen zu bestimmen. 

461. Abweichungen von dem 

PI -^- Boyleschen Gesetze. Das Dal- 

tonsche Gesetz gilt, besonders 
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füx die Mischungen von Gasen mit Dämpfen großer Spannung 
(z. B. Ätherdampf, heißer Wasserdampf usw.), nur mit geringer 
Genauigkeit Genau richtig scheint nur der durch dasselbe 
bestimmte untere Grenzwert der Spannung der Mischung zu 
sein. Für Dämpfe kleiner Spannung sind die Abweichungen 
viel kleiner, aber auch das Boylesche Gesetz gilt nur für 
verhältnismäßig kleine Yolumsänderungen mit hinreichender 
Genauigkeit. 

1. Natterer fand, daß bei hohen Spannungen (100 bis 
3000 Atmosphären) alle Gase viel weniger kompressibel 



Jttmospfiöb'*en, 
3000 



2000 



1000 




Fig. 119. 

sind als nach dem Boy leschen Gesetz zu erwarten wäre, so 

daß für ungemein hohe Spannungen das Volum tp nicht dem 

Grenzwerte Null, sondern einem Grenzwerte /9 zustrebt, welcher 

in Bruchteilen des Volums bei normaler Spannung folgende 

Werte hat: 

für Wasserstoff ß = 0,0007 , 

Luft 0,0010, 

Kohlenoxyd 0,0012. 

Hiemach ergibt sich statt der Boy leschen Gleichung ein 

linearer Zusammenhang zwischen Pqp und P (Fig. 119) 

P(qp — /?) = konst, 

Jaumann, Bewegungslehre. 22 
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worin als Volumseinheit das Volum bei normaler Spannung 
gewählt ist. 

2. Eine weitere Verbesserung dieses Gesetzes stützt sich 
auf die älteren Messungen von Regnault, welche nur bis 
100 Atmosphären gehen, aber sehr genau sind, und auf die 
Beobachtung Cailletets, daß das Produkt Pcp für alle Gase 
außer Wasserstoff in diesem Spannungsintervall ein Minimum 
hat (Fig. 119). 

3. Auf Grund von Andrews Darstellung der Zustands- 
änderungen der Kohlensäure in der Nähe der kritischen Tempe- 
ratur hat endlich Jaines Thomson erkannt, daß die Zustands- 
gieichung in bezug auf die Spannung von erster Ordnung, in 
bezug auf das Volumen aber von dritter Ordnung sein müsse. 

Eine verbesserte Form der Boy leschen Gleichung, welche 
der Nattererschen, Cailletetschen und James Thomson- 
schen Bedingung entspricht, hat van der Waals aufgestellt. 
Dieselbe lautet 

(P + J) (9. - i) = konst 
Hierin haben die Konstanten a und b die Werte 





a 


h 


Wasserstoff 





0,0007 


Luft 


0,004 


0,003 


Kohlendioxyd 


0,012 


0,003 


Schwefeldioxyd 


0,03 


0,005 


Ammoniak 


0,017 


0,005 



Es gilt dies für die Temperatur 0*^ C. Als Einheit der 
Spannungen ist eine Atmosphäre, als Einheit der Volume das 
Volum des Gases bei der Spannung 1 angenommen. 



21. Erhaltimg der Masse bei Volumsänderung. 

463. Galilei komprimierte Luft in einer Flasche und 
fand dieselbe schwerer als wenn sie mit normaler Luft gefüllt 
ist. Die Dichte der Luft wächst also mit ihrer Spannung. 
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Guericke wog Glasgefäße, welche mit dilatierter Luft 
gefüllt waren und fand, daß die Dichte der Luft mit ihrer 
Spannung sinkt. Ist dieses Sinken unbegrenzt, so mußte bei 
fortgesetztem Auspumpen der Luft die Dichte des kalten 
Wasserdampfes erreicht und möglicherweise wesentlich unter- 
schritten werden. Da schon die normale Luft sehr kleine 
Dichte hat, und man doch nicht das Auftreten negativer Dichten 
erwarten konnte, so wußte Guericke vor Anstellung des Ver- 
suches, daß bei fortgesetztem Auspumpen ein sehr nahe an Null 
liegender Grenzwert der Dichte (ein nahezu masseloser Raum) 
erreicht werden würde. Die Dichte des stark abgekühlten Queck- 
silberdampfes kann praktisch nicht unterschritten werden, ist 
aber wahrscheinlich viele tausendmal kleiner als jene der Luft. 

463« Bas Guericke sehe Gesetz. Es zeigte sich, daß die 
absolute Dichte fi eines jeden Gases der mit dem Quecksilber- 
barometer gemessenen Spannung F desselben in weiten Grenzen 
proportional ist. Diese Zustandsgieichung lautet 

(a) II = konstP. 

Für nicht allzu kleine Spannungen gilt diese Beziehung 
vermutlich mit ähnlichen Abweichungen wie das Boylesche 
Gesetz, doch hat man viel weniger Messungen angestellt, um 
dieselben direkt zu bestimmen, so daß rein experimentell ge- 
nommen das Guerickeschd Gesetz als weniger genau gültig 
angesehen werden müßte. 

Beide Gesetze bilden zusammengenommen einen direkten 
experimentellen Beweis für die Gültigkeit des Gesetzes der 
Erhaltung der Masse eines Gases bei isothermischer Aus- 
dehnung. Setzt man aber dieses Gesetz als unbedingt gültig 
ohne Beweis voraus (433.), so folgt das Guerickesche aus dem 
Boyl eschen Gesetze. 

Hierauf beruht die dritte Methode zur Messung abso- 
luter Gasdichten. Mittels einer Luftpumpe kann man die 
Dichte des Inhaltes eines Gefäßes bis auf eine kleine Differenz 
dem absoluten Nullwerte nähern. Wägt man das Gefäß mit 
dieser Füllung und andererseits mit einem beliebigen Gase 
gefüllt, so erhält man die absolute Dichte des letzteren. 

464. Abnahme der Luftdichte mit der Hohe, Wir haben 
schon in 450. Messungen angeführt, welche eine mäßige Ab- 

22* 
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nähme der Luftdichte mit der Erhebung bis auf 2000 m be- 
weisen. Wir wpllen nun das Gesetz dieser Abnahme be- 
rechnen. 

In ruhenden Flüssigkeiten nimmt die Spannung nach oben 

zu ab, und zwar ist 

dP du 

worin x der Koeffizient der Zustandsgieichung 463. (a) ist Wenn 
die Temperatur konstant ist, so hat dieser in weiten Grenzen 
den konstanten Wert x^ und es folgt 

log^ = ^(Ä A). 

Es nimmt dann Dichte und Spannung nach einem loga- 
rithmischen Gesetze nach oben zu ab. Es wäre hiemach 



in der Höhe 


die Luftdichte 


m 


0,00124 


2000 


0,00097 


10000 


0,00035 


20000 


0,00009 


30000 


0,00003 



Tatsächlich muß die Abnahme eine raschere sein, weil 
auch die Temperatur nach oben zu abnimmt. Jedenfalls 
herrscht in großer Höhe eine so kleine Spannung, wie man 
sie auch mit der besten Quecksilberluftpumpe nicht herstellen 
kann. In größeren Höhen gilt wahrscheinlich die Poissonsche 
Zustandsgieichung, da die Wärmeleitungsfähigkeit sehr ver- 
dünnter Luft verschwindend klein ist. Es nimmt dann die 
Spannung rascher als die Dichte ab und der Quotient beider, 
welchen man die absolute Temperatur nennt, strebt ebenfalls 
dem Grenzwerte Null zu. 

466. J)er Welt'dther. Das Medium, welches den Weltraum 
erfüllt, hat sonach wahrscheinlich eine Dichte, eine absolute 
Spannung und eine absolute Temperatur, welche sich nur um 
kleine Differenzen von den absoluten Null werten unter- 
scheiden. Damit ist nicht gesagt, daß dieses Medium im 
ganzen Welträume einigermaßen homogen sei, da es nicht 
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auf Diflferenzen, sondern auf die Verhältnisse dieser Eigen- 
schaften ankommt. Insbesondere die Geschwindheitsverteilung 
des Weltäthers dürfte sehr ungleichförmig sein. Im Mittel 
dürfte derselbe in der Umgebung des Sonnensystems keine 
Relatiygeschwindheit gegen den Sonnenmittelpunkt, also die 
absolute Geschwindheit Null haben. 

Dichte^ Spannung, Temperatur und Geschwindheit des 
Weltäthers haben also nahezu oder im Mittel den absoluten 
Wert Null 

Bezeichnender drückt man dies in folgender Form aus: 
Es treten in den Naturgesetzen nur Differenzen der Eigen- 
schaften der Stoffe auf, und nur solche sind meßbar. Die 
absoluten Werte der Eigenschaften irdischer Stoffe, welche 
die irdischen Vorgänge bedingen und in den physikalischen 
Gesetzen auftreten, sind in Wirklichkeit nur die Differenzen 
der Eigenschaften dieser Stoffe gegen das nach dem Volum 
genommene Mittel der Eigenschaften des die weitere Um- 
gebung erfüllenden Mediums, für uns also des Weltäthers, 
welcher sich sonach an jedem Prozesse mitbeteiligt. 

Die meisten im kleinen ablaufenden Bewegungsvorgänge 
werden schon durch die Diflferenzen der Geschwindheiten gegen 
die nächste Umgebung, also die terrestrischen Geschwind- 
heiten, hinreichend genau bestimmt. Bei genauerer Beobach- 
tung oder für Vorgänge in größerem Maßstabe (Winddrehung, 
Planetenbewegung) ersieht man, daß die mittlere Geschwind- 
heit des Weltäthers den Nullpunkt der Geschwindheiten be- 
stimmt 

Der Schwerpunkt des Sonnensystems hat gegen den Schwer- 
punkt der nächsten Fixsterne eine Relativbewegung, welche gegen 
den Stern Wega (278° Länge vom Frühlingspunkt, 35° nördl. 
Breite) gerichtet ist und etwa 17 km pro Sekunde beträgt. 
Von diesem „Apex der Sonnenbahn" bewegen sich die Sterne 
scheinbar fort, um sich im Gegenpunkte zu sammeln, so wie 
die Bäume eines Waldes vor dem Wanderer auseinander zu 
weichen und sich hinter ihm zusammen zu schließen scheinen. 
Es entsteht nun die Frage, ist dem Schwerpunkt des Sonnen- 
systems oder dem Schwerpunkt des Fixsternsystems die ab- 
solute Geschwindheit Null zuzuschreiben, gelten also unsere 
Bewegungsgesetze nur in unserem Sonnensystem, oder im 
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ganzen Eaume. Diese Frage würde erst aktuell, wenn eine 
Beschleunung der Apikaibewegung , d. i. eine Relativ- 
beschleunung beider Schwerpunkte nachgewiesen würde. 

Es ist wahrscheinlich, daß auch auf einem Weltkörper 
inmitten eines Nebelfleckes, der weithin nicht von unserem 
Weltäther, sondern von glühendem Wasserstoff umgeben ist, 
die Gesetze von Boyle, Guericke und Poisson gelten. Es 
entsteht aber die Frage, ob die absoluten Werte der Dichte, 
Spannung und Temperatur, welche in diesen Gesetzen er- 
scheinen, auch dort wie bei uns die Differenzen dieser Eigen- 
schaften gegen die Eigenschaften unseres Weltäthers und nicht 
vielmehr die Differenzen dieser Eigenschaften gegen die Eigen- 
schaften glühenden Wasserstoffes sind. 



V. Die elastischen und zähen Medien. 

22. Homogene elastische Medien. 

466. Die festen Medien und die zähen Flüssigkeiten be- 
wegen sich bei gleicher Verteilung der äußeren Beschleunungen 
in charakteristischer Weise anders als die idealen Flüssig- 
keiten, woraus folgt, daß der Fluktor fi^' der inneren Be- 
schleunungen ia diesen Medien kein skalares Potential hat 
Immerhin muß derselbe durch ein einfaches Differentialgesetz 
bestimmt sein, weil die inneren Beschleunungen auch in 
elastischen und zähen Medien den Typus der irdischen Be- 
schleunungen haben und doch das Gegenbeschleunungsgesetz 
erfüllen (siehe 394.). 

467. Wir betrachten zunächst die Bewegung eines un- 
begrenzten homogenen elastischen Mediums. In einer Hin- 
sicht verhalten sich diese ganz wie die Flüssigkeiten. Es sind 
auch in festen Medien Schallwellen, also longitudinale Fort- 
schreitungen der Geschwindheitsverteilung ti möglich. Bezeichne 
Cj die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der longitudi- 
nale n Wellen in dem elastischen Medium, so muß, wenn die 
Geschwindheitsverteilung rotorfrei ist, 

rot 11=^0, 
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die Differentialgleichung der longitudinalen Fortschreitungen 
(391. (a), erfüllt sein 

-g^ :^ Cj^graddivti. 

Eine solche Gleichung kann mit Vorteil in zwei lineare 
Differentialgleichungen zerlegt werden, indem man eine neue 
skalare Variable P einfuhrt (vgl. 335.) 

(a) ,*-^|±-VP, 

(b) _^.^_i^ej»V.tl. 

Bezeichne u die Verschiebung eines Teilchens des Mediums 
aus seinem Anfangsorte, so ist die Geschwindheit i> die totale 
Fluxion von u. Hierfür können wir mit hinreichender An- 
näherung die partielle Fluxion setzen, wenn die derivierte 
Dyade der Verschiebungen sehr klein ist 

Es ergibt sich nun durch Integration der Gleichung (b) 

P^ -lic^^disn + P^ 
und endlich aus der vorhergehenden Gleichung 

11^^ ^graddivti + ^g(,, 

worin die spezifische Konstante 

A = (ic^^ 

der Dehnungsmodul heißt. P^ und g^ sind von der Zeit 
unabhängige Verteilungen. 

Alle diese Gleichungen stimmen mit hinreichender An- 
näherung mit den Bewegungsgleichungen der Flüssigkeiten zu- 
sammen, welche wir zur Not auch auf diesem Wege hätten 
ableiten können. 

468, Die weitere Ausgestaltung der elastischen Bewegungs- 
gleichung setzt wie die Aufstellung jeder physikalischen Grund- 
gleichung eine große Erfahrung über die Form des Zusammen- 
hanges der räumlichen und zeitlichen Verteilungen physikalischer 
Eigenschaften in anderen Erscheinungsgebieten voraus. 

Die Mechanik deformierbarer Medien war deshalb keiner 
selbständigen Entwicklung fähig. Die Wirbelbewegungen 
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der Flüssigkeiten wurden erst verstanden, nachdem die Wirbel- 
ringe der magnetischen Vektorverteilungen (das magnetische 
Feld galvanischer Ströme) hinreichend untersucht war, sich die 
Vorstellung an diesen leicht ausmeßbaren Vektorfeldern hin- 
reichend geübt hatte und der Begriff des Rotors einer Vektor- 
verteilung sich entwickelt hatte. 

Die Theorie der Bewegung kompressibler Medien ging 
aus von der Theorie des Schalles. Diese ältere Theorie 
der Elastizität erwies sich so lange einer weiteren Entwickelung 
unfähig, als sie nicht von Seiten der Theorie des Lichtes 
die nötigen formellen Vorbilder erhielt. 

469. Die transversalen elastischen Wellen, Auf Grund der 
Schalltheorie stellte Huyghens (1671) die ündulationstheorie 
des Lichtes auf. Hiernach ist ein Lichtstrahl anzusehen als 
eine periodische Verteilung eines besonderen Zustandes des 
Mediums, welche mit der Lichtgeschwindigkeit fortschreitet. 
Die Periodizität des Lichtes wird durch Interferenzexperimente 
ebenso wie die Periodizität des Schalles erwiesen. 

Die Polarisation des Lichtes führte Fresnel dazu, das 
Licht als eine transversale Welle aufzufassen. Die Durch- 
bildung der theoretischen Optik brachte die genaue Kenntnis 
der Geometrie der transversalen Wellen mit sich. Hiervon 
war die Folge, daß man auch in anderen Erscheinungsgebieten 
die Möglichkeit des Auftretens transversaler Wellen einsah. 
So erkannten Poisson und Cauchy, ersterer durch lange 
Zeit ein Gegner dieser prinzipiell neuen Vorstellung, die Mög- 
lichkeit transversaler elastischer Wellen und begründeten 
damit die moderne Elastizitätslehre. Farad ay und Maxwell 
erkannten, ebenfalls von der Lichttheorie ausgehend, die Mög- 
lichkeit transversaler elektrischer Wellen und begründeten 
damit die moderne Elektrizitätslehre. 

470. Wir gehen wie Poisson von der Vermutung aus, 
daß transversale elastische Wellen möglich sind, leiten aber 
direkt aus dieser Annahme die Bewegungsgleichung homo- 
gener elastischer Medien ab, und vergleichen dann die Inte- 
grale derselben mit den vorliegenden zerstreuten Beobachtungen. 
In einer transversalen Welle muß, wenn die Geschwindheits- 
verteilung divergenzfrei ist, 
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divli^O, 
die Differentialgleichung 392. (a) erfiillt sein 

0^-C3?rotrotti. 

Eine solche Gleichung kann mit Vorteil in zwei lineare 
Differentialgleichungen zerlegt werden, indem man eine neue 
vektorische Variable ^ einführt 

(a) ,i|}±Vx*, 

(b) -||i,iWxtl. 

Ist für irgend ein Erscheinungsgebiet die Möglichkeit 
transversaler Wellen zugegeben, so folgt, daß für diese Vor- 
gänge die Verteilungen zweier Vektoren tl und ^ charakte- 
ristisch sind, von welchen jeder mit Annäherung dem Vektor- 
potential der Fluxion des anderen Vektors proportional ist. 
Streng gültige Gleichungen kann man auf diesem Wege wohl 
nicht gewinnen, weil einfache transversale Wellen meist nur 
mit Annäherung (für kleine Amplituden) möglich sind. 

Für die elektromagnetischen Erscheinungen in Nicht- 
leitern wurden die Gleichungen (a) und (b) von Maxwell auf- 
gestellt. 

Besonders bemerkenswert ist die Symmetrie dieser zwei 
Gleichungen. Zufolgedessen entspricht jeder möglichen diver- 
genzfreien veränderlichen Verteilung der Vektoren tl und ^ 
eine ganz ähnliche, ebenfalls mögliche Verteilung, bei welcher 
^ und t> vertauscht sind. Wir wollen dies sogleich an dem 
wichtigsten Beispiel, den transversalen Kugelwellen, anschau- 
lich machen. 

471. Die geeignetste Form erhält diese Bewegungs- 
gleichung, wenn wir wie vorhin einmal nach der Zeit inte- 

grieren, wobei die lokale Beschleunung ^ und die Ver- 
schiebung it in derselben auftritt. Es folgt durch Integration 
der letzten Gleichung 

und aus der vorangehenden Gleichung 
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fi^= -Zrotrottt + iitgo, 
wobei wieder annäherungsweise gesetzt wurde 

ti:l=|H und K=fjLc,\ 

Die Konstante K heißt der Torsionsmodul. ^^ und g^ 
sind von der Zeit unabhängige Vektorverteilungen. 

473. Bewegungsgleichung der elastischen Medien. Wir 
haben schon im Vorhergehenden immer die Fluxion der Ge- 
schwindheit mit der Dichte des Mediums multipliziert, da die 
gesuchten Bewegungsgleichungen jedenfalls den Fluktor jitg' be- 
stimmen müssen (466). Deshalb werden wir nicht fehlgehen, 
vielmehr einen Fehler obiger Gleichungen verbessern, wenn wir, 
was jedenfalls mit Annäherung richtig ist, statt der partiellen 
Fluxion der Geschwindheit die Beschleunung einsetzen. 

Vereinigen wir die oben abgeleiteten Bewegungsgleichungen 
für longitudinale (rotorfreie) und transversale (divergenzfreie) 
Wellen, so ergibt sich für eine allgemeine Verteilung der Ge- 
schwindheiten ti und Verschiebungen it die Bewegungsgleichung 

(a) ii-TT ^Ä grad div ti — JTrot rot tt , 



worin 



dt 



t>=k^, A = fjic^^ und K==^fio^\ 



Die für unsere Betrachtungen gleichgültigen äußeren Be- 
schleunungen g^ wurden fortgelassen. 

In Flüssigkeiten, für welche der Fluktor notwendig ein 
Potential hat, muß der Torsionsmodul K gleich Null sein. 
Transversale Wellen in Flüssigkeiten sind also nicht möglich, 
da sie die Fortpflanzungsgeschwindigkeit Cj = haben müßten. 

Dies ist der wesentliche Unterschied zwischen idealen 
Flüssigkeiten und elastischen Medien. 

Wir wollen nun die einfachsten Integrale dieser Be- 
wegungsgleichung entwickeln, worunter manche der Beobach- 
tung sehr gut zugänglich sind. 

478. Statische Deformationen, Damit das anfänglich im 
Ruhezustande gegebene deformierte Medium in Ruhe ver- 
harrt, muß 
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3-7 = oder ^graddivti — Zrotrotti = 0. 
at 

sein. Insbesondere ist diese Bedingung für alle homogenen 
linearen Deformationen erfüllt, bei welchen materielle Gerade 
oder Ebenen des Mediums zwar gedreht werden, aber gerade* 
bzw. eben bleiben. Es ist dann die Verschiebung it eine 
lineare Vektorfunktion des Ortsvektors r, oder die derivierte 
Dyade tf> der Vektorverteilung it ist vom Orte unabhängig 

tt =L tf).r, tf) 4= V;tl = konst. 

Markiert man in einem Gelatineprisma durch Färbung 
einige Gerade von verschiedener Lage, so kann man zeigen, 
daß diese bei jeder Schiebung und Dehnung gerade bleiben, 
daß es aber auph statische Deformationen gibt, bei welchen 
sie gekrümmt werden, welche also nicht linear sind. Es ist 
dies insbesondere die Torsion und die Biegung. 

474, Statische Dilatation. Für eine nicht notwendig 

lineare, aber rotorfreie Verteilung der Verschiebungen muß 

im Ruhefalle 

grad div tl = 

sein, d. h. die Divergenz der Verschiebungen oder die Volums- 
vergrößerung pro Volumseinheit muß für alle Teile des Mediums 
denselben Wert haben. 

Hat z. B. die Verschiebung u überall die Richtung des 
von einem festen Zentrum aus gezählten Radius r und ist ihre 
Größe nur von t abhängig, so muß im Ruhefalle 

ar r ^ 

und also 

sein, worin x^ und x^ beliebige Konstante sind. 

475. Homogene Torsion. Ist hingegen die Verschiebung 
divergenzfrei verteilt, so muß 

rot rot tl = 

sein, damit die elastischen Beschleunungen Null sind. Es 
muß also der Rotor der Verschiebungen und somit auch das 
Vektorpotential ^ ein skalares Potential haben. 
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Ein einfaches Beispiel ist die homogene Torsion, bei 
welcher 

(a) tt = r • c ; B X r = B X r (c • r) 

• 

ist. Die Faktoren a und B der Dyade seien klein, konstant 
und gleichgerichtet. Sie ist also die Dyade einer linearen 
Dehnung. Die Dyade einer kleinen Torsion 

V^ti — a;B X r 

ist also das rotorische Produkt einer linearen Dehnungsdyade 
mit dem Ortsvektor. Das in 267. (c) definierte Schwung- 
moment eines starren Körpers bestimmt sich durch die 
gleiche vektorische Funktion it des Ortes. 
In jeder auf a senkrechten Ebene ist 

a • r = konst. 

Jede solche Ebene ist also ohne Deformation um die 
Achse i gedreht. Der Drehungswinkel 

(b) li(a.r) 

nimmt in der Kichtung a gleichförmig zu. Es ist 

rottt ^ 2B(a-r) + cx(Bxr) = 3B(a-r) - (a.B)r, 

woraus folgt 

rot rot ti = . 

Die homogene Torsion ist also eine statische Deformation. 

476. Die longitudinalen Kugehoellen, Falls die Verschie- 
bungen tt überall in dem elastischen Medium die Richtung 
des von einem festen Nullpunkte (dem Ursprung der Schall- 
welle) gezählten Radius r haben und ihre Größe ebenfalls nur 
von der Größe der Entfernung r vom Ursprung abhängt, so 
ist das Verschiebungsfeld rotorfrei und in diesem Falle ver- 
hält sich das Medium nicht anders als eine Flüssigkeit. Es 
gelten dann die Gleichungen 467.(a), (b) 

Eine Lösung derselben ist 
P — P„ = c, • — sin a, 



'f-'^o^-^h'^^^^'^i 



'^i = ~-^<t-t,t) 
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worin %p das Geschwindheitspotential ist 

T ist die Schwingungsdauer. Die Amplitude der Wellen der 
skalaren Potentiale P und rp ist dem Radius verkehrt pro- 
portional > die Welle hat also nach außen zu abnehmende 
Amplitude. 

Direkte Bestimmungen der Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
Cj longitudinaler Schallwellen in festen Medien liegen vor für 
verschiedene Felsgesteine und wurden in Bergwerken und bei 
Tunnelbauten vorgenommen. Sie ergaben Werte von etwa 
Cj = 3,1 X 10^ cm pro Sekunde, welche also ungefähr 10 mal 
größer sind als die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles 
in Luft Hieraus und aus der Dichte (i = 2,6 dieser Gesteine 
berechnet sich der Dehnungsmodul derselben zu 

A = fAc^^ = 2,5 X 10^^(grcm-^sec-2). 

In kleinem Maßstabe für andere Materialien solche 
Messungen vorzunehmen ist deshalb schwer, weil die Schall- 
fortpflanzung in Stäben keine rein longitudinale ist. Es ist 
deshalb eine umfassendere Untersuchung der elastischen Vor- 
gänge nötig, um die geeigneten Methoden zur Bestimmung 
des Dehnungsmoduls Ä anderer Medien aufzufinden. 

477. Die transversalen Kugelwellen erster Art Falls die 
Verschiebungen it überall im Felde divergenzfrei verteilt 
sind, so gelten die Gleichungen 470.(a),(b) 

Von diesen sind die transversalen Kugelwellen das inter- 
essanteste Integral. Jede solche Welle ist in bezug auf einen 
Ursprungspunkt, von welchem aus wir die Radien r zählen, 
und in bezug auf eine durch diesen Ursprung gehende Achse tti 
symmetriscL 

Wir betrachten den Verlauf der Welle nur in größerer 
Entfernung von ihrem Ursprung, und denken uns das Medium 
in dünne konzentrische Kugelschalen zerlegt, deren Mittelpunkt 
im Ursprung liegt. Jede dieser Kugelflächen dreht sich wie 
ein starrer Körper um die Achse der Welle mit einer Rotations- 
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geschwindbeit tu, welche eine periodische Funktion der Zeit 
und des Äbstaades r vom Ursprung ist. Es ist 

tv = -J- sin «2 , worin a^ = — — -{t— c^t), 



Diese RotatiODsschwinguDgeu der EugeltlächenpilaDzen 
sich also unter Abschwächung mit der Geschwindigkeit c^ nach 
außen fort. Das Vektorpotential iß ist annäherungsweise 

*i|»c,..l,J.zi«li. 

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit Cj hat die Richtung des 
Radius t. Das Vektorpotential 5ß steht hiernach überall auf der 
Geschwindheit ta und dem Radius t 
senkrecht 

Letzteres ist aber in größerer 
Nähe des Ursprunges nur mit An- 
näherung zutreffend. Zwar liegt das 
Vektorpotential überall in den Meri- 
dianebenen der Welle, steht also 
auf der Geschwindbeit senkrecht, es 
Pig_ 120, verläuft aber nicht genau in kon- 

zentrischen Kreisen, sondern weicht 
hiervon besonders in der Nähe der Achse der Welle ab. Fig. 120 
stellt die Verteilung des Vektorpotentials iß in einem Meridian 
der Welle nach Hertz dar. 

In der Nähe der Achse der Welle ist also diese Vektor- 
verteilung nicht rein transversal, ja in der Achse selbst 
ist sie auch in größeren Entfernungen vom Ursprung rein 
longitudinal. 

Hieraus erkennt man, daß durch die Richtung des Vektors 
gegen die Fortpflanzungsrichtung {Transversalität oder Longi- 
tudinaÜtät) die Eigenart der beiden Wellenarten, von welchen 
die erstere nur in festen Medien möglich ist, nicht zutreffend 
bezeichnet ist Man muß sie nntcrscheiden als divergenz- 
freie bzw. rotorfreie Wellen oder durch ihre charakteristischen 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten. Nur in letzteren Wellen bat 
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der Fluktor jtig' der elastischen Beschleunungen ein skalares, 
nur in ersteren ein yektorisches Potential. 

478« Die ebenen Transversälwellen oder divergenzfreien 
Biegungswellen. In der Aquatorebene der transversalen Kugel- 
wellen schreiten nach jeder radialen Richtung x Transversal- 
wellen von nahezu ebenen Wellenflächen und nahezu konstanter 
Amplitude fort. Die Wellen der Geschwindheiten )i und Vektor- 
potentiale ^ sind gleichphasig. Diese beiden Vektorverteilungen 
sind transversal, senkrecht gegeneinander und von proportio- 
naler Größe 

Jede in dem ruhenden Medium in die Fortpflanzungs- 
richtung fallende materielle Gerade ist in der Welle sinus- 
förmig gebogen. Die Summe einer transversalen Welle und 
einer ganz gleichen, aber in entgegengesetzter Richtung fort- 
schreitenden Welle ist eine stehende transversale Welle. In 
einer solchen führt jede ursprünglich in die Fortpflanzungs- 
richtung fallende materielle Gerade stehende Biegungs- 
schwingungen aus. Es ist jedoch hervorzuheben, daß diese 
Biegungswellen divergenzfrei sind und sich mit der Ge- 
schwindigkeit Cj fortpflanzen. Die gewöhnlichen Biegungs- 
wellen in Stäben sind nicht divergenzfrei und pflanzen sich 
rascher fort. 

Die Verteilung der Verschiebungen u in einer divergenz- 
freien Biegungswelle wird durch 

tt = a X Cg sin «3 , worin cc^^ — — *^ — t^t), 
beschrieben, worin a ein konstanter Vektor ist. Es ist 

**7r 1 

rottt = (Cg X a) X V sm a^ = ^^ (Cg x a) x — cos a^ . 

479. Eine divergenzfreie Biegung kann niemals im 

Ruhefalle bestehen. Eine statische Biegung wird beschrieben 

durch 

tt = ta«t + a(B-t)*, 

worin a ein beliebiger konstanter Vektor von der Richtung 
der Krümmung, B ein Vektor von der Tangen tialrichtung und 
der Größe 
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.ist/ Dann ist 

grad div tt = 4 a 

rot rottt=^.2a(l +b^) 

also die Ruhebedingung 473. erfüllt In einem divergenz- 
freien Biegungsfelde wäre aber 

tt = af{b't), 

rotrottt:l=(axli)xB/'"(|i.t). 

Damit dieser zweite Eotor Null wäre, müßte f''=0, 
konst(tt — jXq) = a(i*t) = a;i«t 

sein. Dies ist aber eine homogene lineare Schiebung, bei 
welcher die materiellen Geraden des Mediums zwar gedreht, 
aber nicht gebogen werden. 

480, J)ie Torsionswellen, Auch in der Nähe der Achse 
der transversalen Kugelwelle kann man Wellenebenen angeben. 
Es sind dies die Tangentialebenen der Kugelflächen, in welchen 
die Rotationsgeschwindheit to konstant ist. Jede dieser Ebenen 
führt Rotationsschwingungen um die Achse der Welle aus. 
Da die Rotationsgeschwindheit längs der Achse periodisch 
verteilt ist, so erfährt das Medium eine Torsion um die 
Achse, welche ebenfalls in der FortpflanzungsrichtuDg periodisch 
verteilt ist. Durch die Interferenz in entgegengesetzter Rich- 
tung fortschreitender Torsionswellen können stehende Torsions- 
wellen entstehen. Die sämtlichen auf der Achse senkrechten 
Wellenebenen führen in einer solchen stehenden Welle ihre 
Rotationsschwingungen gleichphasig, aber mit verschiedener 
Amplitude aus, die äquidistanten, um je eine halbe Wellenlänge 
voneinander abstehenden Knotenebenen bleiben hierbei in Ruhe. 

Auch die Torsionswellen sind divergenzfrei und pflanzen 
sich mit der Geschwindigkeit c^ fort. Diese Wellen können 
in Stäben und Drähten in voller Reinheit auftreten, so daß 
man durch Bestimmung der Wellenlänge stehender Torsions- 
wellen von bekannter Schwingungsdauer die Geschwindigkeit c^ 
und also den Torsionsmodul K messen kann. 

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit c^ der Transversalwellen 
ist selbst in den festesten Medien, wie Stahl oder Quarz, 
kleiner als die Fortpflanzungsgeschwindigkeit c^ der Longi- 
tudinalwellen, so daß der Torsionsmodul K immer viel kleiner 



rottt = 2aC2 8ina, H — ^~x (Cj x t)cosa^ 
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als der Debnungsmodul A ist. In erhöhtem Maße gilt dies 
für Kautschuk und die Gallerten, welche äußerst kleinen 
Torsionsmodul haben und den Übergang zu den Flüssigkeiten 
bilden, deren Torsionsmodul Null ist. 

481. Die Verteilung der Verschiebungen in einer fort- 
schreitenden Torsionswelle wird beschrieben durch 

tt = a Cj X t sin «3 , worin a^ = .(je — c^t), 

und a eine Konstante. Es ist 

27ra J_ 

Dieser Rotor setzt sich also aus zwei Komponenten zu- 
sammen, von welchen die eine die Bichtung der Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit hat, also eine longitudinale Welle bildet, die 
andere aber senkrecht zur Achse der Welle gerichtet ist, also 
eine transversale (radiale) Dilatationswelle 
bildet, welche gegen erstere Welle, um eine 
Viertelwellenlänge verschoben ist. Für sich 
ist keine dieser Wellenkomponenten diver- 
genzfrei, aber ihre Divergenzen heben sich 
in der Summe auf. 

Da nach 470. (b) die Fluxion des 
Vektorpotentials ^ diesem rottt propor- 
tional ist, so bildet auch dieser Vektor 
divergenzfreie Wellen von der eben be- Fig. 121. 

schriebenen Form. Fig. 121 stellt den Ver- 
lauf des Vektorpotentials ^ in einem Meridianschnitt der Welle 
dar. Dasselbe verläuft in je um eine Viertelwellenlänge von- 
einander abstehenden Wellenebenen abwechselnd transversal 
(radial) und longitudinal. 

483. J)ie transversalen Kugelwellen zweiter Art Vertauscht 
man in § 477. die Verteilungen des Vektorpotentials ^ und der 
Geschwindigkeit U, so erhält man eine transversale Kugelwelle, 
welche die Gleichungen 470. (a), (b) wegen deren Symmetrie 
ebenfalls erfüllt. 

Für diese transversale Welle zweiter Art stellt Fig. 120 
die Verteilung der Geschwindheiten )i dar, welche nun in 
den Meridianebenen der Welle verlaufen, während das Vektor- 

Jaumann, Bewegungslehre. 23 
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Potential $ in den orthogonalen Kreisen um die Achse der 
Welle läuft. 

In größerer Entfernung vom Ursprünge der Welle finden 
wir in radialer Eichtung wieder ebene transversale Wellen 
oder divergenzfreie Biegungswellen fortschreitend vor, nur daß 
nun die Biegungen im Meridian liegen, während sie bei den 
Wellen erster Art in äquatorealer Richtung erfolgten. 

488. Die divergenzfreien Longiiudinalwellen oder Stauchungs" 
toellen. In der Nähe der Achse der transversalen Kugelwelle 
zweiter Art finden wir aber eine divergenzfreie Welle mit der 
Geschwindheit Cg fortschreiten, welche einen neuen Typus dieser 
Wellen darstellt: eine divergenzfreie Stauchungswelle. Dieselbe 
ist die ümkehrung der in 480. beschriebenen Torsionswellen. 

Es ist nun 

^ t o • .271 /l \ 

U = 2a Cg sm a^'\ a Cg x I— x 1 1 cos a^ , 

und 

5p = — a jEi Cg X t sm eKj • 

Für diese Stauchungswelle stellt Fig. 121 die Verteilung 
der Geschwindheiten in einem Meridianschnitt dar. Die 
der Achse parallele Komponente der Geschwindheit bildet eine 
longitudinale Welle. Die radiale Komponente ist dem Radius 
proportional, also in der Achse Null, und ist um eine Viertel- 
wellenlänge verschoben. In der Achse selbst ist die Bewegung 
also rein longitudinal. In den Ebenen 

findet die größte Stauchung statt Es bewegen sich dort die 
benachbarten Teile von beiden Seiten in longitudinaler Rich- 
Richtung gegen diese Ebene, während sie sich in radialer 
Richtung von der Achse entfernen. Das Medium erfährt also 
dort eine Längskontraktion, welche mit einer Querdilatation 
verbunden ist. In den dazwischen liegenden Ebenen 

findet umgekehrt Längsdilatation mit Querkontraktion statt. 
Die räumliche Dilatation ist aber Null, kein Teilchen des 
Mediums erfährt Volumsänderungen. 
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Die gewöhnlichen Stauchnngswellen in Stäben sind aber 
nicht divergenzfirei nnd pflanzen sich rascher fort, wenn auch 
nicht so rasch wie reine (rotorfreie) Longitudinalwellen. 

DeriTatloneii einer allgemeinen DyadenTerteilung. 

484. Die derioierten Triaden. Die allgemeine Derivation 
einer Dyadenverteilang nach dem Ortsvektor ist eine Triade 

Jede Triade laßt sich in folgender Form darstellen 

worin die Q drei gegebene Djaden sind. Für die derivierte 
Triade haben dieselben die Werte 

* da; ^ oy ^ ax 

Die derivierte Triade läßt sich also auch zerlegen in die 
27 aus den rektangulären Einheitsvektoren i | f gebildeten 
Triaden, deren Koeffizienten die partiellen Ableitungen der 
Koeffizienten a^^, a^^ nach den Koordinatenrichtungen sind. 

Ta 1 O ••9,0 ••*, 



• • • 



+ ä];"iii'*'^ + --- 



Das innere Produkt einer Triade mit einem Vektor t^ 
ist eine Dyade 

Außer diesen skalaren Triaden treten auch rotorische 
TriadcD bei AssoziationsänderuDgen von Produkten mehrerer 
Vektoren auf. 

485. Die derivierte Dyade und der derivierte Vektor • Für 
uns sind von besonderer Wichtigkeit die spezielleren Deriva- 

23* 
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tionen der Dyade 0, und zwar der derivierte Vektor v • ^ 
und die derivierte Dyade V x *• Diese spielen für stetige 
dififerenzierbare Dyadenverteilungen dieselbe Kolle wie die 
Divergenz v 'tJ und der Rotor v x U für Vektorverteilungen. 
Bezeichnen wir das vektorische Oberflächenintegral der 
Dyade über eine geschlossene Oberfläche o mit 



Jl^^r^o.0. 



Schrumpft die Oberfläche unter beliebiger Formänderung 
zusammen, so nähert sich das Verhältnis des Oberflächen- 
integrals ü^ zu dem von der Oberfläche eingeschlossenen 
Volum (f einem endlichen Grenzwert, und dieser ist der deri- 
vierte Vektor v • ^ 

(a) ^iv.^i». 

^ ' a(p 

Da die Summe dieser Oberflächenintegrale für mehrere 
aneinander stoßende Räume gleich dem über die äußere Ober- 
fläche derselben erstreckten Integrale ist, so folgt der dem 
Gau SS sehen Integralsatze analoge Satz: 

(b) fd(pW0=fdO'(P. 
Stellen wir die Dyade in der Form 

dar, 80 hat der derivierte Vektor den Wert 

(c) V ^^ - idiva + idivi + f divc, 

worin i i f auch beliebige konstante Vektoren sein können. 
486. Gleiches gilt für das dyadische Integral 



fl^=L ffl^Ox 0. 



(a) -j — = V X *. 

^ ' dg) 

Die derivierte Dyade v ^ der Dyade läßt sich eben- 
falls durch einen Differentialquotienten definieren und wir er- 
halten einen dem Integralsatz 370. (a) analogen Satz 

(b) fd(p V X ^ = fc^O X (D . 

qf 
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Der derivierte Vektor dieser Dyade ist identisch Null 

Aus der Definition der derivierten Dyade folgt nämlich 
der dem St okes sehen Integralsatz analoge Satz 

(c) J*^f-Vx 0^Jdn'(p. 

f it 

Das vektorische Dmfangsintegral einer Dyade ist gleich 
dem Integral der derivierten Dyade V x ^ bezogen auf die 
von dem Umfange n begrenzte Fläche. Ferner ergibt sich 

(d) /rff-V? (I^^Jdnx 0, 

f It 

(e) Jd^x^.0ujdn; 0, 

f tt 

(f) fdtpV , 0^Jdo , 0. 

q> 

Wenn 

SO ist die derivierte Dyade 

(g) V X =?= (rota);i + (roti);i + (rotc);i. 

Diese sechs Integralsätze gelten nicht nur für Vektoren 
und Dyaden^ sondern wie alle distributiven Regeln in analoger 
Weise auch fiir Triaden, Tetraden u. s. f. 

487« Derivationen der linearen Dyade zweier Vektor' 
Verteilungen )i^ und ti^* Setzen wir nun spezieller 

so ist 

Der derivierte Vektor dieser linearen Dyade hat also den Wert 

(a) V -t^i :tla =^ ö, divtli + tii • V jtlj . 
Ebenso läßt sich die derivierte Dyade entwickeln 

(b) V X (öj ;tla) ^ (V X lli);ll2 - öl X (V ;tl3). 

Hiemach lassen sich die Derivationen einer in allgemeiner 
Form gegebenen kompletten Dyade entwickeln. 
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DerlTatl«BeB xweiter Orteva^ efaier TekUr? erteil«^^. 

488. Die zweiten DeriTationen einer Tektoiischen Funktion 
des Ortsrektors nach diesem erhalt man durch zweimalige 
Multiplikation mit dem Hamiltonschen Operator. Je nachdem 
diese zwei Multiplikationen skalar, rotorisch oder dyadisch sind, 
erhalt man eine große Zahl Ton Derivationen zweiter Ordnung, 
welche wir von den höheren zu den niedrigeren fortschreitend 
betrachten wollen. 

489* Die derimerte Trieule einer Vektorverteihing. Wenn 
die im obigen betrachtete allgemeine Djadenverteilung ^ 
spezieller die deriyierte Dyade einer Yektorverteilung ti ist 

so ist die Triade die allgemeine Derivation zweiter Ordnung 
der Vektorverteilung 

rp%ji d O Vx * • • ^^ d d Vy • • • 

l" n ä I 5 ^ * ^ l" • • " 

oy ox ^^ 

490. Die dyadvschen Derivationen. Da nach 100. (a) 

SO muß dieses Linienintegral fiir jede geschlossene Linie ver- 
schwinden, also nach 486. (c) 

Vx0:4VxV;t>=O 

sein, wie schon in 100. (b) und 210. erwähnt wurde. 
Femer ist die Dyade des Rotors eines Vektors 

V ;(V X ti)^-[V X u) X V - - V ;(^ X V) 
eine Derivation zweiter Ordnung. 

491. Die vektorischen Derivationen zweiter Ordnung, Er- 
setzt man in der derivierten Triade T der gegebenen Vektor- 
verteilung die erste dyadische Multiplikation durch eine innere 
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Multiplikation, so erhält man einen Vektor, welcher eine 
Derivation zweiter Ordnung des Vektors t) darstellt» Da es 
vier derivierte Dyaden gibt 

V;tl tljV tl?V VxU 
so lassen sich vier derivierte Vektoren zweiter Ordnung bilden 

VV;ö Vtl;V V'tixv V'Vxö 
Weil zwischen den Dyaden die Beziehung besteht 

V:tl-ö;V =tix V - V xö 

(siehe 349.), so besteht zwischen den derivierten Vektoren eben- 
falls diese Beziehung 

(a) V*V;t>— V*ti;V = V*ö?V — V'VxU 

welche eine wichtige Rechenregel bildet. 

493. J)er Laplacesche Vektor. Der erstangeführte dieser 
derivierten Vektoren könnte durch geänderte Assoziation der 
drei Faktoren auch in folgender Form geschrieben werden 

Diese Assoziationsänderung empfiehlt sich deshalb nicht, 
weil hierdurch ein neuer Operator 



auftritt und wir außer dem Operator V nur reale Größen zu- 
lassen möchten (vergl. 352. und 355.). Der Laplacesche 
Operator V^ ist als inneres Produkt des Hamilton sehen 
Operators V mit sich selbst wie ein Skalar zu behandeln. 
Der Laplacesche Vektor V* V;ti hat die Komponenten 



V-V;tl 



dx* 


+ 






dx* 


+ 


dy* 




ö'p. 


4- 


d*v. 


, ö'.. 



dx^ ' dy'- ' dx' 



498« J)er Gradient einer Divergenz und der Rotor eines 
Rotors, Von den übrigen Derivationen zweiter Ordnung sind 
uns zwei bereits geläufig. Es ist 
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und 



V-ö; V = (V-ti) V ^ V(V-tl) = graddivH 



Der letzte von den vier derivierten Vektoren ist identisch 
gleich Null. Es ist nämKch nach 373. (b) 



jrfo- V xö = 



und es folgt also aus 485. (b) 

(a) V V ? ti = ( V X V) X ti = . 

Hierdurch gewinnt die Rechenregel 491. (a) die Gestalt ' 

(b) V V ; tl — grad div t) — rot rot t) . 

494. Die Derivation der symmetrischen Dyade. Außer 
diesen Derivationen ist, besonders für die Elastizitätstheorie, 
die vektorische Derivation der symmetrischen Dyade 

2[V;t)] =^ V;tl + t>; V 
von Wichtigkeit. Es ist 

(a) 2 V [V ; tl] = V • V ; tl + grad div ö. 

Nach der Begel 493. (b) kann man diese symmetrische 
Derivation zweiter Ordnung in folgender Form darstellen 

(b) v[V :ö] — graddivö — ^rotrotU. 

Die Komponenten dieser Vektoren haben folgende Werte 



grad div u 



dydx 



+ 



+ 



+ 



dx dy 
dy' 



dxdx dxdy 



+ 
+ 
+ 



— rot rot tt 



d'Uy 



dx^ 



+ 

+ 
+ 



d^Ux 

dx^ 



dxdx ' 

d*4ig 

dy dx ' 

d^Ug 

~~d^' 

dydx 

d^Ug _ 
dx dy 

d^u^ 



d^u, 

dxdx ' 

d^Ux 
dxdy^ 

d^Uu 



dxdx dy dx 
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d dux t ^ ^ (^ **x , d tL,\ , . d (d Ux , du. 



V-[V:tt] 



dx dx '^'^dy\dy "^ dx )'^^dx\dx'^ dx)' 

^dx\dx'^ dy)'^ dydy "^ ^ dx[dx'^'dy)* 

1 d jdu^ dux\ . d fdu^ duy\ d dn, 

^'^dx[dx '^ dx)'^*dy\dy '^ dx)'^ dx dx' 



495« Berechnung des Fektorpoientials )i eines gegebenen 
Vektors q. Ist die derivierte Dyade 

eines Vektors d gegeben, so wie der Wert von d in irgend 
einem Punkte des Feldes, so läßt sich die ganze Verteilung 
von )i berechnen. Da diese Dyade der Bedingung 

Vx0=i=O, (VVx0=l=O) 

unterworfen ist, so ist sie durch drei Bestimmungsstücke ge- 
geben. In unserem Falle ist aber nur ihr Rotor 

gegeben, und da dessen- Divergenz notwendig Null ist, so liefert 
dies nur zwei Bestimmungsstücke. Ein Bestimmungsstück der 
gesuchten Vektorverteilung )i ist frei, und wir können deshalb 
voraussetzen, daß der gesuchte Vektor keine Divergenz habe 

divli=^0. 

Es folgt nun aus der Regel 493. (b) 

rot rot ö = rot q = — V • V ; ti . 

Die leicht zu berechnenden Komponenten des zweiten 
Rotors mögen mit rot^q, rot q und rot^q bezeichnet werden. 
Sie stellen bekannte Skalarverteilungen vor. Man erhält also 
die drei algebraischen Differentialgleichungen von der Poisson- 
schen Form 

Dieselben können nach 210. integriert werden und er- 
geben die skalaren Pötentialwerte v^v^v^, d. i. die gesuchten 
Komponenten des Vektorpotentials d. 

496. Wir haben bereits in 210. die Verteilung eines 
Vektors g berechnet, dessen Divergenz ii gegeben ist, also das 
vektorische Potential g eines Skalars jti. Doch mußte dort 
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die Voraussetzung gemacht werden, daß der Vektor g ein 

skalares Potential habe, daß also 

« 

rotg ^0. 

Addieren wir die Vektorverteilungen t^ und g, so erhalten 
wir die Verteilung eines Vektors 

dessen Divergenz fi und Rotor q beliebig als Funktionen des 
Ortes gegebene Werte haben 

fi = diYp, (| = rot |i . 

Die Komponenten ti und g dieses gesuchten Vektors p 
können nach 210. und 495. berechnet werden. Der Vektor p 
selbst hat kein vektorisches Potential in Raumgebieten, in 
welchen seine Divergenz nicht Null ist, und kein skalares 
Potential in Raumgebieten, in welchen sein Rotor nicht Null ist. 



23. Inhomogene elastische Medien. 

497. Die bisher entwickelten Bewegungsgleichungen gelten 
auch mit großer Annäherung für inhomogene Medien, z. B. für 
einen ungleichmäßig temperierten elastischen Körper, obgleich 
die Moduln Ä und K von der Temperatur abhängen, oder für 
eine Flüssigkeit von ungleichmäßig verteiltem Salzgehalt. 

Dennoch kann man diese Gleichungen nicht als mit 
völliger Exaktheit für inhomogene Medien geltend annehmen. 
Tatsächlich bemerkt man in Gebieten sehr starker Inhomo- 
genität, insbesondere in den Grenzschichten zwischen zwei 
Medien, auffallende Abweichungen von dem elastischen Ver- 
halten homogener Medien. 

Da diese Grenzschichten ungemein dünn sind, so wären 
siQ überhaupt ohne Einfluß, wenn eine Bewegungsgleichung nach 
Art von 472. (a) für homogene und inhomogene Medien gelten 
würde. Hat aber die Inhomogenität des Mediums, die Größe 
und Richtung der Eigenschaftsgefälle in demselben, einen 
spezifischen Einfluß auf sein Verhalten, so wird dieser Einfluß 
in den ungemein dünnen Oberflächenschichten eine endliche 
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Größe haben^ da die Eigenschaftsgefalle in diesen Schichten 
ungemein groß sind. 

Tatsachlich sind die meisten charakteristischen elastischen 
Erscheinnngen in begrenzten Medien nicht darch die Eigen- 
schaften des Mediums, sondern darch seine Oberflächen- 
schichten oder Eigenschaftsgefalle bedingt 

Hierüber war man sich, was die Flüssigkeiten betrifft, 
immer klar und bezeichnete die betreffenden Erscheinnngen 
als Wirkungen der Oberflächenspannung. Die große 
Differenz der Spannungen p auf beiden Seiten der Grenz- 
schicht zweier Flüssigkeiten ist bekannt, der große Wert der 
potentiellen Ekiergie (siehe Kap. 25) dieser Grenzschicht wurden 
schon Yon Laplace erkannt Noch viel stärkere, jedoch völlig 
anders geartete^ Wirkungen hat die Oberfiächenschiche fester 
elastischer Körper, und dies wurde zufolge der von Poisson 
eingeschlagenen Beti'achtangsweise bisher übersehen. 

So wie z. B. die Kugelform eines unbeeinflußten Flüssig- 
keitstropfens nicht auf dem Verhalten der Flüssigkeit selbst 
beruht, sondern ausschließlich durch ihre Oberfiächenscbicht 
bestimmt wird, so ist auch z. B. die Erscheinung, daß ein 
gedehntes elastisches Prisma eine ganz bestimmte Quer- 
kontraktion zeigt, nicht durch das Verhalten des homogenen 
elastischen Mediums bedingt, sondern wesentlich eine Folge des 
Verhaltens der dünnen Oberflächenschichte des Prismas, 
und ein gleiches gilt für jede andere nur an begrenzten 
elastischen Medien zu beobachtende Erscheinung. 

Deshalb hat die Aufstellung der Differentialgleichung 
der Bewegung inhomogener elastischer Medien die größte 
Wichtigkeit 

498. Wir gehen aus von der Bewegungsgleichung homo- 
gener elastischer Medien 471. (a) 

(a) fi^- = Ä grad div tt — Kroi rot tt 

und suchen dieselbe für inhomogene Medien zu verallgemeinem. 

Der Schluß aus dem bekannten Gesetze eines einfachen 
speziellen Falles auf das Gesetz des allgemeinen Falles ist 
eine oftmals mit Glück versuchte Methode, in der Theorie 
eines Erscheinungsgebietes vorzudringen. Der Erfolg beruht 
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hierbei wesentlich darauf, daß man aus den zahlreichen mathe- 
matisch gleichwertigen Formen, in welchen man das Gesetz 
des speziellen Falles aussprechen kann, jene Form auswählt, 
für welche man irgend einen einigermaßen stichhaltigen Grund 
angeben kann, daß sie die zur VeraUgemeinerung geeignetste 
ist In welcher Weise die Verallgemeinerung zu erfolgen hat, 
ist danii leicht anzugeben oder zu erraten. Ein einfaches 
Beispiel dieser Schlußweise findet sich schon in § 3 und 4. 

Im vorliegenden Falle handelt es sich zunächst darum, 
die rechte Seite der Bewegungsgleichung umzugestalten, denn 
jedenfalls ist auch in inhomogenen Medien der Fluktor fii der 
elastischen Beschleunungen durch ein direktes Gesetz bestimmt 
Es sind also unter den Derivationen zweiter Ordnung 
der Verschiebungsverteilung tt jene auszuwählen, welche die 
Deformation des Mediums am besten charakterisieren, denn 
diese bestimmt die elastischen Beschleunuiigen. Die Divergenz 
der Verschiebungen (divtt) ist allerdings die Volumsänderung 
pro Volumseinheit und also für die Deformation des Mediums 
charakteristisch, und so wird auch die zweite Derivation 
(grad divtt) die Beschleunung der Teile des inhomogenen 
Mediums mit bestimmen. 

Hingegen steht der zweite Rotor der Verschiebung (rot rot tt) 
in keiner direkten Beziehung zu der Deformation des Mediums. 
Er ist die Derivation der nicht symmetrischen Dyade 

— rotrot tt = V •» ? V • 

Es sind aber die symmetrischen Dyaden für die 
Deformation charakteristisch, während der antisymmetrische 
Anteil der Dyade die Drehung der Teile des Mediums darstellt 

Wir werden also dadurch die Bewegungsgleichung einer 
Verallgemeinerung fähig machen, daß wir statt der unsym- 
metrischen Dyade ttx v die symmetrische Dyade 

2[V?tt] = V?tt + tt?V 

einfahren. Es ist dies ohne weiteres möglich, da die Derivation 
der konjugierten Dyade V >^ u nach 493. (a) Null ist 

V V xtt =i= 0. 
Es ist also 

— rot rot tt = 2 V [V X tt] 
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und die Beweguügsgleichung homogener Medien kann iü der 
Form dargestellt werden 



(b) 



iti^^^v(v-tt) + 2i:v[vxtt]. 



499. Diese Gleichung ist identisch mit der Gleichung 
498. (a) und gilt also ebensowenig wie diese für inhomogene 
Medien, in welchen die Moduln A und K nicht konstant, 
sondern Funktionen des Ortes sind. Da die Eigenschafts- 
gefälle, also die Gradienten v^ iind v^ ohne Zweifel von 
Einfluß sind, so liegt es nahe von dieser Bewegungsgleichung 
für homogene Medien dadurch zu der Bewegungsgleichung für 
inhomogene Medien überzugehen, daß man die Moduln Ä 
und K in die Differentiation einbezieht. Dieser Schluß 
reicht zur Begründung der Theorie inhomogener Medien aus. 
Allerdings hängt der Erfolg davon ab, daß unter den an sich 
identischen Formen der zu verallgemeinernden Gleichung die 
richtige gewählt wird, eine Wahl, welche die allgemeinere 
Gleichung wesentlich mit bestimmt 

Die Bewegungsgleichung inhomogener elastischer Medien 
wird also folgende Gestalt haben 

600. Wir wollen noch eine identische Umformung dieser 
allgemeinen Gleichung durchführen. Es ist zunächst wünschens- 
wert, statt der speziellen Derivation Vtt die skalare sym- 
metrische Dyade [V;tt] einzuführen. Nun ist nach 356. 

/V-tt = [V;tt] -[V ?»]. 
Es ergibt sich also die Bewegungsgleichung 

^) l«^= V.(^[V;tt]-ACVxtt]). 



Der Modul 



l^Ä^^K 



heißt der L am 6 sehe Modul. Die derivierte Dyade der Ver- 
schiebung tt, welche die elastischen Beschleunungen bestimmt, 
setzt sich also aus der skalaren und rotorischen symmetrischen 
Dyade im Verhältnis der Moduln Ä und — X zusammen. 
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Wir bezeichnen als die Spannungsdyade W eines 
deformierten inhomogenen Mediums die symmetrische Dyade 

(c) y/^A[V?tt]-^[V;tt]. 

Dieselbe läßt sich in manchen Fällen und mit Vorteil in 
folgenden Formen darstellen 

(d) W^ - ^divtt/-2Z[V?tt] 
und 

(e) W^ -2Z[V;n]-Adivtt/. 

501. Die Bewegungsgleichung inhomogener elastischer 
Medien gewinnt sonach folgende einfache Form 

(a) /*4f=-^-'^+fl' 

worin g die übrigen (nicht elastischen) Beschleunungen sind. 
Dieselbe gilt für alle (nicht zähen) deformierbaren Medien, 
also auch für Flüssigkeiten und Gase, nur daß in diesen der 
Torsionsmodul nahezu Null, also die Spannungsdyade W aus- 
schließlich durch die skalare Spannung p bestimmt wird 

(b) W^pl. 

Nicht inbegriffen ist aber die allerdings geringe Ober- 
flächenspannung der Flüssigkeiten, deren Gesetz einen ganz 
anderen Charakter hat als jenes der elastischen Beschleunungen. 

Auch starre Körper können als elastische Medien auf- 
gefaßt werden, deren Moduln ungemein groß und deren 
Deformation ungemein klein sind, so daß die Spannungsdyade 
endlich ist. 

Im weiteren haben wir nichts anderes mehr vor uns, als 
diese Gleichung zu integrieren und ihre Integrale mit den 
Beobachtungen zu vergleichen. Die Integration ist, da hier nur 
analoge Regeln für die Dyadenrechnung als für die Skalar- 
rechnung in Betracht kommen, ebenso leicht als die Integration 
der analogen Gleichung der idealen Flüssigkeiten. 

603. Ftuxion der Bewegungsgröße, Wir wollen nun die 
Fluxion der Bewegungsgröße eines Teiles der deformierbaren 
Medien berechnen. Sei cp dieser von der Oberfläche o um- 
schlossene Raum und bezeichne g' die elastische Beschleunung 
des Volumelementes dtp, so ist 

/ig'^-V^. 
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Die Fluxion S5 der ßewegungsgröße zufolge der 
elastischen Beschleunangen ist 

(a) » ± - fd^V ' ^ = -fdf>-V. 

qp 

Dieselbe wird also bestimmt durch das vektorische Ober- 
flächenintegral der Spannungsdyade. 

603. Drehmoment der elastischen Beschleunungen. Wir be- 
stimmen femer das Drehmoment 5B der elastischen Beschleu- 
nungen 

Es ergibt sich unter Berücksichtigung der Regel 487. (a) 

V(0xa) :i= (v*)xa 

(a) 2):^rv-^xte/y :^ CdO'W^t. 

(p 

Der Vektor do* W bestimmt also die Fluxion des Be- 
wegungsmomentes der Teile elastischer Medien, ebenso wie der 
Vektor dop für Flüssigkeiten. 

Wir haben hiermit die Fluxion en der Bewegungsgröße 
und des Bewegungsmomentes durch Oberflächenintegrale 
dargestellt. Da ein Oberflächenintegral sein Vorzeichen 
wechselt, wenn man von dem eingeschlossenen Räume zu dem 
ausgeschlossenen übergeht, so folgt, daß der eine Raum eben- 
soviel an Bewegurigsgröße und Bewegungsmoment gewinnt, als 
der andere verliert. Die elastischen Beschleunungen deformier- 
barer Medien, welche an ihrer äußeren Oberfläche von einem 
Medium konstanter Spannungsdyade umhüllt werden, erfüllen 
also das Gegenbeschleunungsgesetz und den Flächensatz. 

504. Starre Korper in elastischen Medien, Wie die 
Spannungsdyade ^^ in einem starren Körper verteilt ist, wissen 
wir nicht, da die Deformationen zu klein und die Moduln zu 
groß sind. Wir denken uns aber wieder (analog wie in 409.) 
die Verteilung der Spannungsdyade W, welche in den um- 
gebenden Medien vorhanden ist, irgendwie aber kontinuierlich 
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in den Saum des starren Körpers fortgesetzt^ und bezeichnen 
mit g^ die fingierten Beschleunungen, welche die Teile des 
starren Körpers, deren Dichte /ij ist, dann hätten, wenn die 
Verteilung der Spannungsdyade in dem starren Körper wirk- 
lich gleich dieser willkürlichen Verteilung wäre. Es ist dann 

i^i Ol - - V • y^. 

Jedenfalls würden diese fingierten Beschleunungen zu- 
sammen mit den Beschleunungen der umgebenden Medien nach 
503. das Gegenbeschleunungsgesetz erfüllen. Denn wäre an 
Stelle des starren Körpers ein elastisches Medium von derselben 
Dichteverteilung /jl^, so könnte dieses tatsächlich die Dyaden- 
verteilung W und die elastischen Beschleunungen g^ haben. 

Die wirklichen elastischen Beschleunungen g' des starren 
Körpers sind ganz anders verteilt. Ihre gesamte Beschleu- 
nungsgröße und ihr Drehmoment muß aber vektorisch 
gleich sein der Beschleunungsgröße und dem Drehmoment der 
fingierten Beschleunungen, denn sonst würden erstere Beschleu- 
nungen g' zusammen mit den Beschleunungen der umgebenden 
Medien das Gegenbeschleunungsgesetz nicht erfüllen. 

Der starre Körper bewegt sich also ebenso, als wäre er 
nicht von dem elastischen Medium, sondern von verdünnter 
Luft (vergl. 408) umgeben, als hätten seine Teile aber außer 
der Schwerebeschleunung und anderen wirklich gegebenen 
äußeren Beschleunungen noch die fingierten äußeren Be- 
schleunungen g^. 

Es ist auch hier (so wie in 415.) nicht nötig eine Angabe 
über die willkürliche Verteilung der Spannungsdyade im Innern 
des starren Körpers zu machen. Man kann die Beschleunungs- 
größe SJi und das Drehmoment 3)^ der fingierten Beschleu- 
nungen direkt aus der gegebenen Verteilung der Dyade W in 
dem elastischen Medium an der Oberdäche o des starren Körpers 
berechnen, da sich dieselben durch die oben angegebenen 
Oberflächenintegrale bestimmen 

(a) »i=i=-Jrfo.y^, 



(b) 2)i± fdv-Wi^t, 
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worin o die Oberfläche des starren Körpers ist. Der starre 
Körper bewegt sich also so, als wäre er von Yerdünnter Luft 
umgeben und als würde jeder unter dem Oberfiächenelement (/o 
liegende Teil desselben die äußere Beschleunungsgröße 

(b) db^-do^^f 

erfahren. Dieselbe hat nur dann dieselbe Richtung wie 
der Vektor do (die Normalrichtung der Oberfläche), wenn 
diese mit einer der drei Hauptrichtungen der Dyade W zu- 
sammenfällt. 

505. Die Grenxbedingung. Meist sind die elastischen 
Medien, deren Bewegung man betrachtet, hinreichend homogen, 
um für alle im Innern derselben liegenden Teile derselben die 
Bewegungsgleichung homogener Medien anwenden zu können. 
Eine starke Inhomogenität zeigen aber die ungemein dünnen 
Grenzschichten zwischen zwei verschiedenen Medien. Zufolge 
der in dieser Schicht geltenden Bewegungsgleichung für in- 
homogene Medien hat diese Gleichung einen bestimmenden 
charakteristischen Einfluß auf die Bewegung auch homogener 
Körper, was ganz denselben Effekt hat, als würden zwar die 
Gleichungen für homogene Medien gelten, als hätte aber die 
dünne Grenzschicht besonders große Wirkungen. Dieser Ein- 
fluß der Grenzschicht läßt sich aber auch in Form einer ein- 
fachen Grenzbedingung beschreiben. 

Betrachten wir ein Stück von der Fläche dts einer solchen 
Grenzschicht. Auf der einen Seite desselben in dem Medium 1 
habe die Spannungsdyade den Wert W^, auf der anderen Seite 
in dem Medium 2 den Wert y^g. Der Flächenvektor dt^ sei 
von dem Medium 1 gegen das Medium 2 gerichtet. Das be- 
trachtete Volumelement hat die Form einer Platte, deren 
Basisflächen dts sind, und deren Randfläche von höherer 
Ordnung unendlich klein ist. Bilden wir das Oberflächen- 
integral der Spannungsdyade, so kann diese Randfläche außer 
acht gelassen werden, da auch im Innern der Grenzschicht 
die Spannungsdyade einen endlichen Wert haben muß. Es 
ist also die Fluxion c?35 der Bewegungsgröße dieses Volum- 
elementes nach 502. (a) bestimmt durch 

Jaumann, Bewegungslehre. 24 
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Da die Masse dieses Elementes von höherer Ordnung un- 
endlich klein ist als seine Fläche e/o, so kann dasselbe keine 
merkliche Bewegungsgröße annehmen und deshalb muß 

(a) ^o-y>2 ^dt^^W^ 

sein. Diese Grenzbedirigung ist den Spannungsdyaden in 
den aneinander grenzenden Teilen beider Medien auferlegt. 
Dieselben behalten auch dort noch drei Freiheiten. 

Da in Flüssigkeiten die Spannungsdyade gleich der skalaren 
Spannung p (multipliziert mit der Einheitsdyade) ist, so muß 
an der Grenze eines elastischen Mediums und einer Flüssigkeit 
die Bedingung 

(b) dd'^^pdd 

erfüllt sein. Beide Vektoren haben also notwendig die Eichtung 
der Normale d p und dies muß sonach in diesem Falle eine 
Hauptrichtung der Dyade sein. 

506. Analytische Form der Spannungsdyade. Bezeichne i j f 
drei Einheitsvektoren von den Kichtungen x y z, und zerlegen 
wir die Dyade W in neun skalare Dyaden nach diesen Richtungen 

SO haben die Koeffizienten der ersten Zeile folgende Werte 

Der analytische Wert des Oberflächenelementes dt^ ist 

diS = xdydz -{- fdzdx + tdxdy , 
woraus folgt 

- cf . ^ i= dydz{a^^ i + a^J + a^^tj + 
+ dzdx{a^^x + «221 + «28*) + • • •• 

Grenzt eine Flüssigkeit von der Spannung p an dieses 
Oberflächenelement, so ist 

pdydz =:- a^^dy-dz + a^^dzdx + ög^ dxdy usw. 
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507. Erstes Beispiel: Torsion eines elastischen Zylinders. 
Die Verteilung der Verschiebung u in einem homogenen Torsions- 
felde ist nach 475. 

(a) tt = r • a ; B X r . 

Hierin ist r die Entfernung von einem beliebigen festen. 
Punkt, a und b sind zwei konstante gegebene Vektoren, 
welche beide der Achse des tordierten Zylinders parallel seien. 
Dann ergibt sich unter Zuziehung von 374. 

dvi = ^r-(a;b X r — (/xb)(r-a)). 

Die Dyade / x B ist antisymmetrisch, sie stellt die Drehung 
der Querschnitte des Zylinders dar und fällt bei der Bildung 
der symmetrischen Deformationsdyade weg. Es ist also 

(b) [V;«]^[a;Bxt] 

und, da div u = 0, so bestimmt sich die Spannungsdyade durch 

(c) - ^=2Z[a;bxr]. 

Für ein der Mantelfläche des Zylinders angehöriges 
Oberflächenelement rfo, dessen Normale also auf a und auf 
B X r senkrecht steht, ist 

Diese Mantelfläche muß also an einen Gasraum von sehr 
geringer Spannung grenzen. Wenn ferner eine Grenzfläche des 
tordierten Mediums eine konaxiale Schraubenfläche von 45® 
Steigung ist, also ihre Normalen den Winkel der Vektoren a 
und b X r halbieren, so hat do*^ dieselbe Richtung und des- 
halb kann diese Fläche an einen Gasraum grenzen. Die 
zylindrischen sowie diese schraubenförmigen Flächen bilden 
die Hauptflächenscharen dieser Dyade. 

Ein Element do der Basisfläche des tordierten Zylinders 

ist entgegengesetzt gerichtet dem Vektor a und also ist für 

dieses Element 

dü-W^2doKa{hxt). 

Wenn diese Basisfläche o an einen starren Körper grenzt, 
so erhält derselbe die Beschleunungsgröße 



fdO'W^O 



24' 
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welche Null ist, weil die Anteile, welche zwei symmetrisch zur 
Achse liegende Elemente liefern, sich aufheben. Die Vek- 
toren B X r sind nämlich tangential gerichtet und dem Eadius t 
proportional. Das Drehungsmoment 3) der elastischen Be- 
schleunungen der Teile des starren Körpers ist nach 504. (b) 

^^fdO'Wxt^2Kaf{bxx)xtdo, 



also wenn B • r =^ 

o 

worin r^ der Radius der Basisfläche ist. Das Drehungsmoment 
hat also die Richtung der Achse B des Zylinders und ist der 
vierten Potenz des Radius desselben proportional. 

Außerdem hängt dasselbe von dem Torsionsmodul JT ab. 
Man kann so durch statische Messungen an tordierten Stäben 
und Drähten diese wichtige Konstante und damit die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit Cg der divergenzfreien (transversalen) 
elastischen Wellen in dem Medium bestimmen. Man erhält für 





Z'(grcm-lsec-2) 


jit(gr cm-3) 


Ca (cm sec-i) 


Stahl 


83-10i<> 


7,8 


330000 




Eisen 


79 


7,8 


330000 




Kupfer 


50 


8,9 


240000 




Messing 


36 


8,5 


210000 




Glas 


24 


2,6 


300000 




Hartgummi 


22 


1,2 


130000 




Kautschuk 


33.10« 


1 


5800 




Leimgallerte 


99-10* 


1 


100 





Wir berechnen nun die Schwingungsdauer r eines elastischen 
Zylinders (Drahtes) von der Länge /, dessen oberes Ende be- 
festigt ist und an dessen unterem Ende ein starrer Körper 
hängt, dessen Trägheitsmoment in bezug auf die Achse 0l ist. 

Die Eotation tu desselben und deren Fluxion bestimmen 
sich nach 475. (b) durch 

tu = alh, dl = alii. 

Wenn die Schwingungen sehr langsam sind, so ist die 
Torsion nahezu homogen, so daß wir obigen Wert für das 
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Drehungsmoment in Gleichung 283. (a) verwenden können. Dann 
ist die Schwingungsdauer r bestimmt durch 

= TT A — 



i <2>; 

Die Beobachtung dieser Schwiugungsdauer kann also eben- 
falls zur Auswertung des Torsionsmoduls K dienen. 

Endlich sehen wir nun auch ein, daß reine Torsions- 
wellen nicht nur in einem unbegrenzten homogenen Medium 
möglich sind, sondern auch längs eines von Luft von kleiner 
Spannung umgebenen Zylinders oder Drahtes fortschreiten 
können, weil hierbei jedenfalls die Grenzbedingungen für die 
Oberfläche desselben erfüllt ist. 

Man kann also auch durch die Bestimmung der Schwin- 
gungsdauer r der steLenden Torsionsschwingungen unbelasteter 
elastischer Stäbe, deren Länge dann in einfachem Verhältnis 
zur Wellenlänge 

steht, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit c^ und somit den 
Torsionsmodul 

bestimmen. 

Es zeigt sich freilich, daß man für so rasche Schwin- 
gungen nicht vollkommen elastischer (etwas zäher) Medien ein 
wenig (0^1 — 27o) zu hohe Werte des Torsionsmoduls erhält. 

608. Zweites BeispieL Dehnung eines elastischen Zylinders, 
Die einfache Dehnung 

eines Zylinders in der Eichtung seiner Achse, welcher der kon- 
stante Vektor a parallel ist, ist nicht möglich, wenn die Luft, 
welche an die Mantelfläche des Zylinders grenzt, geringe 
Spannung hat. Es ist für ein Element do der Mantelfläche, da 

a^dü = 0, 
do*W^ ^la^dü. 

Die Spannung p der umgebenden Luft müßte also 

p= q= Aa2 
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sein. Es ist nur das untere Vorzeichen möglich, also nur 
eine Verkürzung des Zylinders, wobei die Spannung p ent- 
sprechende Höhe haben muß. 

Ebenso verhält es sich mit einer einfachen Querkontraktion 
des Zylinders, wobei die Verschiebungen radial sind 

Wenn sich sein Querschnitt verkleinert, während seine Länge 
unverändert bleiben soll, so muß an die Basisflächen (a x rfo = 0) 
ein Gas von der Spannung /? = 2Aa^ grenzen. 

Hingegen ist eine mit einer proportionalen Quer- 
kontraktion verbundene Dehnung 

(a) S7 ]Vi^ ±ti^^ti±Qti>^a, 

worin q die Poissonsche Zahl heißt, dann möglich, wenn die 
Mantelfläche des Zylinders von Luft von geringer Spannung 
umgeben ist, gleichgültig ob diese Deformation eine statische 
ist oder während der Bewegung erfolgt. Es ist nämlich für 
einen gewissen Wert von q die Grenzbedingung 

d/o.^=^ für ü'dt^ ^ 
erfüllt. Zunächst ist: 

d. h. eine Querkontraktion ist gleich einer Dehnung mit nach- 
folgender Volumsverkleinerung. Es folgt ferner 

(b) V;tt = ± (1 + Q)^)a =F (>a.a7, 

(c) divtt=^ ±(1 -2(>)a^ 

dtS'^^ ± {2Kq - l{l - 2())) aJ'dt^. 
Wir gewinnen also folgende Beziehungen: 

(d) ^^^^2K[\ + q)ü.ü 

, X == ^ _ A-2K 

^ ^ ^ "" 2 (^ + A) "■ 2 ^ - 2 Z * 

Das Volum aller bekannten Stoffe wird bei einer Längs- 
dehnung größer oder doch nicht kleiner. Ferner sind die 
Moduln l und K immer positiv, also muß die Poissonsche 
Zahl nach (c) und (e) kleiner als ^2» aber größer als Null sein. 
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Wenn der Torsionsmodul K sehr klein ist, wie dies für 
die Gallerten und Kautschuk zutrifft, so ist q nahezu gleich ^3 
und die Volumsvergrößerung div n ist auch bei bedeutenden 
Dehnungen verschwindend klein. Deshalb sind Stoffe von 
kleinem Torsionsmodul so dehnbar, während sie nur für hohe 
Spannungsdyaden merkliche Volumsänderung zulassen. 

509. Fortsetzung. Der Youngsche Modul. Die inneren 
Beschleunungen eines starren Körpers, der an eine Basis- 
flache des gedehnten elastischen Zylinders grenzt, haben 
kein Drehmoment. Jedes Flächenelement der Grenzfläche er- 
hält nämlich die zur Achse parallele Beschleunungsgröße 

^0.«Po- +2Z(1 +Q)a^dt^^ ^Ea^dts. 
Der Modul 
(a) E=2K{\ + Q) = K^-^=^ 

heißt der Youngsche Modul. 

Derselbe läßt sich durch Beobachtung der Verlängerung 
(/ — l^ eines Stabes oder Drahtes von der Länge 1^ aus dem 
zu untersuchenden Material, wenn unten eine Masse m an- 
gehängt wird, bestimmen. Es ist nach 61. 



und also im Gleichgewichtsfalle 

(b) m^J.E'-J^9. 

Es ist dies eine der am frühesten durchgeführten elasti- 
schen Messungen. Statt die statische Dehnung zu beobachten, 
kann man auch den Belastungskörper in vertikaler Richtung 
schwingen lassen, wobei seine Beschleunungsgröße bei der 
Exkursion ^ und seine Schwingungsdauer nach 

m^ = r- ö und — ^ = — j- 

den Young sehen Modul E bestimmt. 

Es ergibt sich nun aus (a) der uns noch unbekannte Wert 
des Dehnungsmoduls Ä 
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und die Fortpflanzungsgeschwindigkeit c^ 

A =z fjic\ 

der reinen (rotorfreien) Longitudinalwellen. 
Man erhält so für 





£ 


Ä 


C 


Ci 




(grcm— i8ec-2) (gr cm-isec-2) 


i (cmsec-i) 


(cm sec-^) 


Stahl 


210.10*0 


260.10*0 


520.10» 


580-103 


Eisen 


200 


234 


501 


550 


Kupfer 


125 


150 


375 


410 


Messing 


90 


105 


326 


352 


Glas 


60 


72 


480 


526 


Hartgummi 


6.10*0 


13 


: 223 


327 


Kautschuk 


98.10« 


5 


IC 


224 


Leimgallerte 


3-10* 


2 





145 



Hieraus berechnen sich nun nach 

E-2K 

folgende Werte der Poisson sehen Zahl, zu welchen auch einige 
direkte Beobachtungen des Verhältnisses der Querkontraktion 
zur Längsdilatation zugezogen sind. Die besten direkten Be- 
stimmungen von Q beziehen sich auf Glas. Es ist für 



Q 


beobachtet 


berechnet 


Kork 


0,01 


— 


Zinn 


0,15 


— 


Stahl 


0,30 


0,27 


Eisen 




0,25 


Kupfer 


— 


0,25 


Messing 




0,24 


Glas 


0,23 


0,25 


Hartgummi 


0,39 


0,40 


Kautschuk 




0,4S 


Leimgallerte 




0,50 



510. Fortsetzung. Die Longitudinalwellen in Stäben 
sind nicht rotorfrei, sondern werden von einer transversalen 
(radialen) Stauchungswelle begleitet, welche gegen die Dehnungs- 
welle um eine Viertel Wellenlänge verschoben ist, so daß überall 
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die Querkontraktion gleich der (>-fachen Längsdehaung ist, da 
nur so die Grenzbedingung an der Oberfläche des Stabes er- 
füllt sein kann. Diese Wellen haben eine Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit c, welche größer als jene der rein transversalen, 
aber kleiner als jene der rein longitudinalen Wellen ist. 

Es ist in einer solchen Welle die Spannungsdyade gleich 

W = Wq sin a, worin « = — . (r — c ^) 

und ^Q der konstante in 508. (d) angegebene Wert ist. Hieraus 
folgt 

V • ^ = *o • V sin fif =1= Ea* V sin a . 

Aus der Bewegungsgleichung 501. (a) folgt nun 

<a) fic^^H, 

allerdings erkennt man auch, daß solche Wellen nur mit An- 
näherung (für dünne Stäbe) möglich sind. 

Man beobachtet ihre Fortpflanzungsgeschwindigkeit c, in- 
dem man die Schwingungsdauer der stehenden Longitudinal- 
schwingungen von Stäben, deren Länge bekannt ist, mittels 
der Kundt sehen Röhre bestimmt (436). 

Die beobachteten Werte dieser Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten sind etwas größer als die in der Tabelle (509) nach 
"dieser Formel aus dem Young sehen Modul berechneten, was 
wieder eine Folge der bei raschen Schwingungen mehr zur 
Oeltung kommenden Zähigkeit der elastischen Medien ist. 

Für sehr feste Stoffe unterscheiden sich die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten Ci und c der reinen Longitudinalwellen im 
unbegrenzten Medium und dieser Longitudinalwellen in Stäben 
nur wenig, ebenso wie die Moduln A und £, In Gallerten 
aber ist der Unterschied groß. Der Youngsche Modul E des 
Kautschuks und der Gallerten ist sehr klein und ebenso die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit c, während die Schallgeschwindig- 
keit Ci in diesen Medien recht groß ist 

611. Drittes Beispiel, Gleichförmige Kompression. Die 
einfachste Deformation erfährt ein solider, aber beliebig ge- 
stalteter elastischer Körper, wenn derselbe im Piezometer von 
einer Flüssigkeit Yon hoher Spannung p umgeben ist. Er 
verkleinert hierbei sein Volum so, daß seine Gestalt sich ahn- 
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lieh bleibt Die derivierte Dyade der Verschiebungen u ist 
der Einheitsdyade proportional 

^.n = cl, Vxtt = — 2c/, V*tt = 3c, 

worin c eine Konstante. Die Spannungsdyade hat also den Wert 

iff J=-^[V;tt] + A[V ><tt] ^-(^ + 2A)c/. 

Den Modul 

(a) £r= f ^ + A = ^ - f ^= ^{Ä + 2X) 
nennt man den Kompressionsmodul. Da 

^=^-Ä^divtt/, 
so ergibt sich 

(b) p = — fi^divtt. 

Man kann beliebige Teile des Körpers durch die Flüssig- 
keit ersetzen, da diese Dyade keine ausgezeichnete Richtung 
hat. Deshalb verhält sich ein Piezometergefäß wie ein solider 
Körper (vgL 438). Der Kompressionsmodul gibt das Verhältnis 
der Spannungserhöhung zur Volumsverkleinerung der Volums- 
einheit. Die piezometrische Messung dieses Moduls für die 
festeren Stoffe ist nicht leicht, so daß man denselben besser^ 
nach der Gleichung 

(«) ^ = i^Y^ 

berechnet. So ergeben sich folgende Werte 



• 




H 


A 




(gr 


cm-isec-2) 


(gr cm-isec— 2) 


Stahl 




150.10*0 


262.10*0 


Eisen 




131 


235 


Kupfer 




83 


150 


Messing 




59 


107 


Glas 




45 


72 


Hartgummi 




10 


13 


Kautschuk 




.5 


5 


Leimgallerte 




2 


2 



Der Kompressionsmodul des Kautschuks und der Gallerten 
unterscheidet sich wenig von dem Dehnungsmodul A, so daß 
für diese die piezometrische Messung des Kompressionsmodul» 
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sogar die beste Methode ist, ihren sonst schwer zu bestimmen- 
den Dehnungsmodul sowie ihre PoissonscheZahl zu bestimmen 

Für Kautschuk ist der Youngsche Modul jS= 10®, der 
Kompressionsmodul nach Amagat 77= 5-10^^, also 

^ = 1-3^ = 0,4997, 

eine Zahl, welche weit verläßlicher ist als der in 509. an- 
geführte Wert Q = 0,48. 

513. Viertes Beispiel. Spannung einer Hohlkugel, Das 
elastische Medium werde durch zwei konzentrische Kugelflächen^ 
vom Kadius r^ und r^ begrenzt. Es ist möglich, daß dasselbe 
eine statische Deformation annimmt, wenn der Hohlraum von 
einer Flüssigkeit, deren Spannung p^ ist, erfüllt ist, während 
die den Außenraum erfüllende Flüssigkeit die Spannung p^ hat. 

Die Verschiebungen haben dann jedenfalls die Richtung 
des Eadius und konstante Divergenz (siehe 474.), also folgt 



div tt = 3 Xj 

und da allgemein 

y/^(2Ä"_Ä)divtt/-2Z[V;U], 
so folgt 

rfo. ^=^ (2Ä' - 3i7)xi rfo - 2z(xi - ^] ^0. 
Die Grenzbedingungen lauten 

'8 

Hieraus können die Konstanten x^ und Xg berechnet werden, 
womit die Deformation der Hohlkugel bekannt ist. 

Falls jDj = P2> ^^^ ^^^ Gefäß von beiden Seiten derselben 
Spannung ausgesetzt ist, wie dies bei Piezometergefäßen der 

Fall ist, so ist 

^2 = 

jOj = — iTdivtt, 
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■das Gefäß verkleinert sich also, wie wir bereits wissen, so, als 
wäre es ein solider Körper aus dem Material der Gefäßwand, 
an dessen äußerer Oberfläche die Spannung p^ vorhanden ist. 
Ferner hat praktisches Interesse die Spannung einer dünn- 
"wandigen Blase. Es sei r^ — r^ = A die geringe Dicke der 
-Blasenwand, dann ist 

Ferner ist, wenn es sich nur um Spannungen von der 
•Größenordnung einer Atmosphäre handelt, die Divergenz %x^ 
-der Verschiebungen verschwindend klein. . 

Der Inhalt der Blase vergrößert sich um den Bruchteil 

r 1 • ^3 4iL A 

Die Aneroide und akustischen Tambours zeigen Span- 
nungsdifferenzen durch die Vorwölbung h elastischer Platten 
-an, deren Rand festgeklemmt ist. Die Flächen Vergrößerung 
^er Flächeneinheit bestimmt sich wie oben durch die Krümmung. 
Es ist; 

2r r 6 A' A * 

Es ist also die Ausdehnung der Blase sowie die Vor- 
i^ölbung der Platte ausschließlich durch ihren Torsions- 
modul K bestimmt. Es gibt dies eine gute Methode, diesen 
Jdeinen Modul zu messen. 

Eine mit Wasser gefüllte Kautschukblase vom Eadius 
Tj = 5 cm, deren Wandstärke A = 0,05 cm ist, wird in Wasser 
getaucht. An dieselbe schließt sich ein mit Wasser gefülltes 
Glasrohr an, welches in ein Quecksilbermanometer übergeht. 
Es ist leicht aus dem Stand der Quecksilberkuppe in dem 
kalibrierten Rohre die Inhaltsvergrößerung der Blase, zu 
messen. Das Manometer zeigt die Spannungsdifferenz inner- 
halb und außerhalb der Blase an. Man beobachtet bei 
jo^ — jOg = 10^(grcm"^ sec-2j^ cj, i. bei Yio Atmosphäre, eine 
Vergrößerung des Fassungsraumes der Blase (522 ccm) um 
3,95 cm, d. i. um den Bruchteil 0,076, Hieraus folgt der 
Torsionsmodul des Kautschuks 

Ä'= 33.10« grcm-isec-^ 
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24. Die zähen riüssigkeiten. 

513« Die Flüssigkeiten zeigen bei raschen Bewegungen 
oft deutliche Abweichungen von dem bisher geschilderten Ver- 
halten, also eine andere Verteilung der inneren ßeschleunungen. 
Zähe Flüssigkeiten, z. B. Honig oder hellrotglühendes Glas, 
verhalten sich nur bei langsamen Bewegungen wie ideale 
Flüssigkeiten, insbesondere verschwinden die Beschleunungeu 
der Zähigkeit im Ruhefalle, selbst nach großen Deformationen 
der Flüssigkeit. Diese schmiegt sich z. B. selbst unter dem 
Einflüsse der kleinen Schwerebeschleunung vollständig an die 
Gefäßwände und nimmt eine ebene Oberfläche an. Die Zähig- 
keit hängt ferner nicht von der Größe der Geschwindheit ab, 
so zeigt z. B. eine rasch rotierende zähe Flüssigkeit dieselbe 
Spannungsverteilung und dieselbe parabolische Form der Ober- 
fläche wie eine ideale Flüssigkeit Vielmehr macht sich die 
Zähigkeit bei raschen Deformationen geltend, derart, daß 
sehr zähe Körper unter dem Einflüsse kleiner äußerer Be- 
schleunungeu nur sehr langsame Deformationen zeigen, 
also sich nahezu wie starre Körper verhalten, wie man z. B. an 
durchhängenden Bleiröhren oder Siegellackstangen beobachten 
kann, die zufolge der Schwerebeschleunung ungemein lang- 
same, aber monatelang fortschreitende Deformationen zeigen, 
an welchem Beispiel deutlich zu sehen ist, daß nicht die 
Größe, sondern die Geschwindheit der Deformation die inneren 
Beschleunungeu der Zähigkeit bestimmt. 

514. Eine sehr bekannte Eigenschaft zäher Flüssigkeiten 
ist ihre Klebrigkeit. Das Haften der Flüssigkeiten an festen 
Flächen, welche sie benetzen, folgt daraus, daß sie nicht wie 
ideale Flüssigkeiten beliebig rasche Schiebungen oder Deh- 
nungen zeigen können, da diesen innere Beschleunungeu ent- 
gegenstehen. Wenn die Flüssigkeit in der Nähe einer festen 
Wand eine andere Geschwindheit hätte als diese, so müßte die 
dünne Grenzschicht eine ungemein rasche Schiebung erfahren, 
was desto weniger möglich ist, je größer ihre Zähigkeit ist. 
Wenn jedoch zwischen der festen Wand und der Flüssigkeit 
eine dünne Gasschicht vorhanden ist, deren Zähigkeit sehr 
gering ist, so kann ein Gleiten der Flüssigkeit an der von ihr 
nicht benetzten Wand eintreten. 
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515. Die Beschleunungen, welche die Flüssigkeitsteile 
zufolge der Zähigkeit erfahren, kommen zu ihren elastischen 
Beschleunungen hinzu. Man kann die Spannung p in zähen 
Flüssigkeiten nach denselben Methoden messen, wie in idealen 
Flüssigkeiten, und findet bei langsamen Bewegungen fast voll- 
ständige Übereinstimmung in der Spannungsverteilung bei 
gleicher Bewegungsform idealer und zäher Flüssigkeiten. 

516. Die inneren Beschleunungen, welche das charakte- 
ristische Verhalten der zähen Flüssigkeiten bedingen, hängen 
von der Geschwindigkeit ab, mit welcher die Flüssigkeits- 
teile deformiert werden, während die Größe der Deformation 
ebenso als die Größe der Geschwindheiten gleichgültig ist. 

Es läßt sich dies in zwei verschiedenen Weisen formu- 
lieren. Entweder kann man annehmen, daß diese Beschleu- 
nungen durch die Fluxion der Deformatiohsdyade be- 
stimmt werden, also durch die Fluxion der derivierten Dyade 
der Verschiebungen, oder aber, daß sie durch die deri vierte 
Dyade der Fluxion der Verschiebungen, d. i. durch die deri- 
vierte Dyade der Geschwindheitsverteilung bestimmt 
werden. 

Diese beiden Annahmen fallen nur zusammen, wenn sämt- 
liche Geschwindheiten sehr klein sind, oder wenn die Ge- 
schwindheitsverteilung eine spezielle ist, insbesondere wenn die 
Verschiebungsverteilung in der Richtung der Geschwindheit 
sich nicht ändert Gerade dieses ist aber in allen der Be- 
obachtung zugänglichisn Fällen mit Annäherung erfüllt, und 
so steht es frei, uns für die zweite Annahme zu entscheiden. 
Jedenfalls gewinnen wir hierdurch die Möglichkeit, von den 
Verschiebungen der Flüssigkeitsteile ganz absehen zu können, 
da die Beschleunungen derselben dann durch Derivationen der 
Geschwindheitsverteilung bestimmt wird. 

517. Es bestimmen sich hiernach die inneren Beschleu- 
nungen der Zähigkeit ebenso durch die Dyade der Geschwind- 
heitsverteilung, als sich die inneren Beschleunungen der 
Elastizität durch die Dyade der Verschiebungsverteilung be- 
stimmen. 

Unter der Spannungsdyade ^^ der Zähigkeit, verstehen 
wir den Wert 
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«f^Ä ;.[Vxtt]-4[V;»>] 
oder, wenn wir 

setzen, 

worin die Koeffizienten Ä, K und X die Zähigkeitsmoduln 
der Flüssigkeit genannt werden. 

Die Bewegungsgleichung inhomogener zäher Medien 
dürfte die Form haben 

(a) /i|y±-V.('P'+'fO + 9- 

Hierin sind g die äußeren Beschleunungen, W die 
elastische Spannungsdyade. Für inhomogene zähe 
Flüssigkeiten wird diese gleich der Spannung p und 
wir erhalten 

(b) /if|±-Vp-V-f'+g. 

Diese Gleichung hat eine ähnliche Gestalt wie die Elasti- 
zitätsgleichung und ihre allgemeinen Integrale werden in der- 
selben Weise gebildet (siehe 502. bis 505.). 

518. Ein starrer Körper wird sich also in einer zähen 
Flüssigkeit ebenso bewegen, als wäre er von verdünnter Luft 
umgeben, als würden aber die unter den Oberflächenelementen 
€?o liegenden Teile desselben die äußeren Beschleunungsgrößen 

erfahren. Die gesamte Beschleunungsgröße JB der inneren 
Beschleunungen aller Teile des starren Körpers ist nämlich 

» ^ -Jvpdq> - fv • ^d<p ^ -Jdop -JdO'^ 

<p <p 

und das Drehungsmoment derselben in bezug auf einen Punkt, 
von welchem die Teile des starren Körpers den Abstand t 
haben, ist 

^^j'\^py.tdq> + j\7' Wxvdcp = jdop>^X + p/O« ^x t. 

q> q} 

In derselben Weise bestimmt sich die Beschleunungsgröße SB 
und das Drehmoment 2) der inneren Beschleunungen eines 
beliebigen Volumteiles cp der inhomogenen zähen Flüssigkeit. 
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519, Die Grenzschicht zwischen zwei homogenen Flüssig- 
keiten 1 und 2 kann ihrer sehr geringen Masse wegen keine 
merkliche Bewegungsgröße annehmen. Hieraus ergibt sich die 
Grenzbedingung 

(a) p^dt^ + dt^•^f^^ p^dt> + dt^'%. 

Es müssen also nicht notwendig die Spannungen p^ und p^ 
auf beiden Seiten gleich sein, d. h. beide Flüssigkeiten eine 
entsprechende Kompression haben, sondern es kann ein ver- 
schiedener Kompressionszustand der aneinander grenzenden 
Flüssigkeitsteile durch eine verschiedene Deformationsgeschwind- 
heit derselben aufgewogen werden, ein Fall, der allerdings nur 
dann vorkommen wird, wenn in der Grenzschicht gleichzeitig 
eine Diskontinuität der Geschwindheits Verteilung eintritt. 

530« Inkompressible homogene Flüssigkeiten. Falls die 
Divergenz der Geschwindheitsverteilung Null ist, hat die 
Spannungsdyade den Wert 

und wenn die Flüssigkeit homogen ist, nimmt dann die Be- 
wegungsgleichung die Form an 

(a) ^ ;t7 = — Vjf? — ^ rot rot ö . 

K ist hiernach jener Zähigkeitsmodul, welcher die größte 
experimentelle Wichtigkeit hat. 

Erstes Beispiel: Strömung in Bohren, Wir betrachten die 
gleichförmige Strömung einer Flüssigkeit in einem Eohr vom 
Eadius r^, dessen Achse die Richtung i hat. Es ändert sich 
die Geschwindheit H in ihrer eigenen Richtung nicht 

und es folgt aus der Bewegungsgleichung (a) 

div V /^ == . 

Diese Bedingung erfüllt die Spannungs Verteilung außerdem- 
in jeder langsam bewegten inkompressiblen Flüssigkeit. 

In unserem Falle erfahren die Flüssigkeit steile keine Be- 
schleunung in der radialen Richtung. Es tritt also ein kon- 
stantes Spannungsgefälle x in der Richtung der Röhre ein 
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Da ö = i r und v nur von r abhängt, ist 

rot ö = \7 vxx und rot rot ö = — i div V «? • 
Die Bewegungsgleichung nimmt also die Form an 

= -^ + div V ü . 
Das Integral derselben ist, da div t = 2 



.2 



worin v^ die Geschwindheit in der Achse des Rohres ist. An 
der Wand der ruhenden Röhre ist 

V = und ?• = Vq , 



Hieraus folgt 



Die Ausflußmenge, d. h. das Fllissigkeitsvolum qp, welches 
pro Sekunde durch den Querschnitt der Röhre fließt, ist 



»•o 



(b) 



qp = / v2nrdr = ^^rQ\ 







Das gleichförmige Spannungsgefälle in einer stationär 
durchströmten Röhre kann leicht demonstriert werden, indem 
man einige Manometer an die 
Röhre setzt (Fig. 122). Dasselbe 
ist nach Gleichung (a) desto 
größer, je größer die Strömungs- 
geschwindigkeit und die Zähig- 
keit K der Flüssigkeit, ist und 
je kleiner der Querschnitt der 
Röhre ist 

Die Ausflußmenge, welche pro Sekunde durch ein Kapillar- 
rohr von bekanntem Kaliber und der Länge / fließt, ist dem 
Spannungsunterschied [p^ — p^) in den beiden Gefäßen pro- 
portional, welche das Rohr verbindet 



Fig. 122. 



X 



P\ - Pj 

r 



Jaumann, Bewegungslehre. 
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Durch ein Kapillarrohr von der Länge /= 100 cm und 
dem Eadius r^ = 0,05 cm strömt bei dem Spannungsunterschied 
p^ — JO2 == 1 Atm., also bei dem Spannungsgefälle 

X = 10^(grcm-2sec-2) 

das Wasservolum (p = 2,0 ccm. Hieraus folgt der Zähigkeits- 
modul des Wassers iL'= 0,01 2 (grcm-^sec-i). Die folgende 
Tabelle gibt den Zähigkeitsmodul einiger Flüssigkeiten für 
gewöhnliche Temperatur. Derselbe wird mit steigender Tempe- 
ratur meist kleiner (Poiseuille), am auffallendsten beim 
Schmelzen und Verdampfen. 



Gummilösung 


K = 50,0 gr cjn-l sec-i 


Glycerin 


9,0 


Zuckerlösung 


3,0 


Rüböl 


1,7 


Sesamöl 


0,8 


Schwefelsäure 


0,22 


Amylalkohol 


0,06 


Alkohol 


0,03 


Wasser 


0,012 


Äther 


0,003 


Sauerstoff 


0,0002 


Wasserstoff 


0,0001 



531. Diffusion der Geschwindheiten in zähen Flüssigkeiten, 
Eine sehr charakteristische Seite des Verhaltens zäher Flüssig- 
keiten ist, daß bei Geschwindheitsunterschieden in parallel 
strömenden Flüssigkeitsschichten die langsamer bewegte Flüssig- 
keit beschleunt, die rascher bewegte verzögert wird. Es 
diffundiert also der Wert der Geschwindheit senkrecht zu ihrer 
Richtung aus Gebieten höherer Geschwindheit in langsamer 
bewegte Schichten, ein Vorgang, welcher mit der Diffusion 
gelöster Stoffe und dem Temperaturausgleich durch Wärme- 
leitung formelle Ähnlichkeit hat Allerdings sind letztere 
Diffusionen solche von skalaren Werten. Die Diffusion der 
elektrischen Stromdichte in einem ungleichförmig durchströmten 
Leiter zeigt jedoch eine vollständige Analogie mit der Diffusion 
der Geschwindheiten in zähen Flüssigkeiten. Falls diese in- 
kompressibel sind und die Spannung konstant ist, nimmt die 
Bewegungsgleichung nach 520. (a) imd 493. (b) die Fourier- 
sche Form 
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an. Hat die Geschwindheit überall die or-Eichtung und ändert 
sich dieselbe nur in der y- Richtung, so ist 



dt dy^ 

Ein Integral ist nach Fourier 

worin a eine Konstante ist. Für y = sei v^= 0, ferner sei 

dA 2 



d^ 



Yn 



.-!• 



worin 



^ ^ ^' K]/T 

Für ^ = und y S ist v^= ± a . Wir haben also zwei 
Flüssigkeitsmassen von verschiedener gleichförmiger Anfangs- 



-Ä 






+a. 



fitrt'O 




fSrt'i1>, 



geschwindigkeit + a bzw. — a , welche sich in der Ebene t/ = 
berühren und parallel derselben strömen. Der Gradient der 
Größe der Geschwindheit 



dvx 
dy 



= a 



dA 
d^ 



AI 
dy 



-Vifi-" 



nimmt in der Ebene y = der Wurzel aus der Zeit proportional 
ab. Es findet also ein immer weiter gehender Ausgleich der 
Geschwindheiten statt. Ein Wert der Geschwindheit, welcher 
zur Zeit t^ in der Entfernung y^ von der Trennungsebene sich 
vorfand, findet sich zur Zeit i^ in der Entfernung y^^ wobei 

y%_ ^ _yx_ , 

25* 



388 Bewegung der deformierbaren Medien. 

Hierdurch charakterisiert sich das allmähliche Vordringen 
der Geschwindheiten. Die Abszisse der Kurven Fig. 123 stellt 
die Werte der Geschwindheit v^ als Funktion der Entfernung y 
und für drei verschiedene Zeiten dar. 

633. Die transversale gedämpfte Welle, Ein zweites Inte- 
gral der Fourierschen Gleichung ist 

ü = v^ = , ^aj == « c^y^m a[y — et). 

Es stellt dies eine ebene Transversalwelle dar, deren 
Amplitude ae"«^ in der Fortschreitun gsrichtung y kleiner wird, 

also eine gedämpfte Welle, deren Wellenlänge A = ist. 

Für y = A ist die Amplitude ae-'^'^, sie nimmt also unter 
allen Umständen in jeder Wellenlänge im Verhältnis 
^2"^ : 1 = 533 ab. 

Für die Fortpflanzungsgeschwindigkeit c ergibt sich die 
Bedingung 

c=^ a oder u c^ = 

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit wächst also mit der 
Zähigkeit und mit der Schwingungszahl — . Es ist 

,o 4 71 K T 

Die Wellenlänge nimmt also mit der Wurzel aus der 
Schwingungsdauer zu. Da die Dämpfung für jede Wellenlänge 
dieselbe ist, dringen rasche Schwingungen weniger, und 
zwar desto weniger in dem Medium vor, je geringer die 
Zähigkeit und je größer die Dichte ist. 

Die analoge Diffusion rasch wechselnder elektrischer 
Ströme, welche in guten Leitern wenig tief eindringen, be- 
zeichnet man als Skineffekt oder Oberflächeneffekt. 

Solche transversale Flüssigkeitswellen beobachtet 
man in der Nähe jedes in einer Flüssigkeit periodisch be- 
wegten starren Körpers, z. B. einer Platte, welche auf der 
Flüssigkeitsoberfläche aufliegt und Drehschwingungen um eine 
zu ihr senkrechte Achse ausführt. Es schreitet dann in der 
Flüssigkeit eine Torsionswelle fort, deren Amplitude in jeder 
Wellenlänge auf den 533 ^^" Teil absinkt. 



Die z&hen Flüssigkeiten. 389 

Für die Schwingungsdauer r = 1 sec beträgt diese Wellen- 
länge für 

Glycerin A = 9,3 cm 

Wasser A = 0,39 „ 
Luft ;L = 1,42 „ 

Eine um eine ruhende Achse schwingende, mit einer 
Flüssigkeit gefüllte Hohlkugel sendet transversale Kugel- 
wellen erster Art (477.) in das Innere der Flüssigkeit, 
welche die beschriebene starke Dämpfung haben, also nur 
wenige Millimeter tief eindringen. Die Flüssigkeit in der 
Achse der Kugel ruht (Helmholtz). 

533. Die longitudinalen gedämpften Wellen. Von theore- 
tischem Interesse wäre es, die Dämpfung der longitudinalen 
Wellen in kompressiblen zähen Flüssigkeiten zu bestimmen, 
da hiermit der Wert des anderen Zähigkeitsmoduls A sich ergeben 
würde, den man noch nicht kennt. Für langsame Strömungen 
mit Geschwindheitspotential lautet die Bewegungsgleichung 



dt 



= — xVjti + ^Vdivö, 



worin x die Konstante der Zustandsgieichung der Flüssigkeit 

ist. Hierzu kommt noch die Kontinuitätsgleichung. Eine 

Lösung ist 

üy = r, = 0, v^ = ae-«'8in/9, 

jw — /Mq = -^atf-«* sin/S ^ -^ae-'^'^cosß , 

worin 

ß = ^-^{x-ct). 

Die Dichtewelle ist also gegen die Geschwindheitswelle 
ein wenig verschoben. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit c 
hängt nicht merklich von der Zähigkeit ab und hat mit großer 
Annäherung den Wert 

Die Dämpfungskonstante a bestimmt sich durch 

A 4 71« 

Hätte nun freilich A einen mit K vergleichbaren Wert, 
so wäre die Dämpfung der Schallwellen auch in den zähesten 
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Flüssigkeiten verschwindend klein. Jedenfalls wäre dann die 
dämpfende Wirkung der Wärmeleitung auch für die kürzesten 
Schallwellen größer als die Dämpfung zufolge der Zähigkeit. 

5.24. Das einfachste Beispiel der Bewegung eines starren 
Körpers in einer zähen Flüssigkeit, welches auch die 
größte praktische Wichtigkeit hat, ist die Bewegung einer 
zylindrischen Achse in einem geschmierten Lager. Sei Vq der 
Eadius der Achse, ö^ ihre Umfangsgeschwindigkeit, r^ die Dicke 
der Schmierschicht, und K der Zähigkeitsmodul der Schmier- 
flüssigkeit, so ist die derivierte Dyade der Getchwindheits- 
verteilung in dieser Flüssigkeit nach § 94 

*1 

und die Spannurgsdyade hat in derselben den Wert 

1 



W=2K 



r, ^^0 



Das Oberflächenelement do der Achse erhält die Be- 
schleunungsgröße 

*i 

welche der Geschwindheit entgegengesetzt gerichtet ist, und 
die Achse erfahrt ein Drehungsmoment, welches ihrem Radius, 
ihrer ümfangsgeschwindheit und der geschmierten Fläche 
proportional ist, außerdem desto größer, je dünner die Schmier- 
schicht und je größer ihr Zähigkeitsmodul ist (Fig. 124). 

Wenn also die Dicke der Schmierschicht gegeben ist, 
werden die am wenigsten zähen Flüssigkeiten oder vielmehr 
Gase die besten Schmiermittel sein. Bei Achsen, welche in 
ihren Lagern aufliegen, ist es im Gegenteile notwendig, recht 
zähe Flüssigkeiten anzuwenden, weil sonst die Schmierschicht 
an der Auflagestelle zu dünn würde. 

Man kann sehr wohl das gleiche entgegengesetzte Drehungs- 
moment, welches das Lager erfährt, messen, und die Umlaufs- 
geschwindheit der Achse mittels eines Tourenzählers bestimmen 
und erhält hieraus gute Werte des Zähigkeitsmoduls K, wenn 
die Flüssigkeitsschicht im Lager nicht zu dünn ist. 

Eine Achse von 10 cm Länge und 2 cm Eadius ist zentriert 
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in einem Lager tod 2,1 cm RadiQS. Der Zwischenraam von 
1 mm Dicke ist ausgefüllt mit Glycerin. Das Lager ist um 
seine Achse drehbar, wird aber dnrch Gewichte oder Federn, 
die an Hebelarmen von bekannter Länge angreifen, also durch 
ein meßbares Drehungsmoment während der Rotation der Achse 
in ßuhe erhalten. Bei der Tourenzahl 25 sec-^ der Achse 
beträgt dieses Drehungsmoment 7,2 x 10*(grcm-2 8ec"^, woraus 
£■=9,1 (grcm-'sec-') folgt 

5ä5. Feinere Messungen kann man nach der Schwin- 
gungamethode anstellen. Ein an einer feinen Drehwage 
aufgehangener Körper führt in Luft nahezu ungedämpfte 
Schwingungen um eine yertikale Achse aus. Ist er jedoch Ton 



Fig. 124. PronyselieB Bremadynameter. 

einer Flüssigkeit umgeben, so nimmt die Amplitude seiner 
Schwingungen rasch ab. Aus dieser Dämpfung berechnet mau 
die Drebungsmomente, welche derselbe von Seite der Flüssig- 
keit erfährt und welche stets seiner Rotation entgegengerichtet 
sind. Da die Dyade der Geschwindheitsverteilung in der ge- 
dämpften transTersalen Welle, welche der Körper in die Flüssig- 
keit entsendet, annähernd berechenbar ist, so ergibt sich aus 
dem beobachteten Wert der Drehungsmomente der Wert des 
Zähigkeitsmoduls K, 

Wesentlich genauer berechenbar ist die Schwingung einer 
starren Hohlkugel, welche die zu untersuchende Flüssigkeit 
einschließt (vergl. % 522), und welche von Helmholtz zu solchen 
Messungen verwendet wurde. 
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Beriyationen allgremeiner Yektorfunktionen. 

536. Als eine allgemeine Funktion to einer gegebenen 
Vektorverteilung t^ bezeichnet man das innere Produkt letzterer 
Verteilung mit einer allgemein verteilten Dyade 

Nach einer skalaren Variablen t wird eine solche Vektor- 
funktion tx> nach der Regel (359.) differenziert 

dto ^ A^ (!) 4^ (h Ü 

dt dt ^"^ dt' 

Wenn die Dyade 0^ nicht vom Orte abhängt, so heißt 
die Vektorfunktion eine lineare. Eine solche kann leicht 
partiell nach irgend einem Vektor, zunächst total nach dem 
Ortsvektor x differenziert werden. Es ist die deri vierte 
Dyade einer linearen Vektorfunktion des Vektors H 

(a) V;(</>o-ö) = (V:tl)-*,e- 

Eine allgemeine Vektorfunktion 0«t> zeigt aber eine ört- 
liche Veränderung, welche von der derivierten Triade T, 
der Dyadenverteilung (p abhängt (siehe 484.) 

537. Die derivierte Dyade einer allgemeinen Vektorfunktion, 
Zunächst berücksichtigen wir wieder die Vertauschungsregel 

worin 0^ die konjugierte Dyade ist. Nun können wir von diesem 
Produkt nach der Differentiationsregel (359.) die dyadische 
Derivation bilden 

(a) V:(*-ti) = (V;*)-ö + (V:ti)-*,. 

538. Die Divergenz einer allgemeinen Vektorfunlttion kommt 
I besonders oft vor. Dieselbe ist der erste Skalar der eben 

entwickelten derivierten Dyade und wir erhalten sie, wenn wir 
von allen drei Dyaden obiger Gleichung 527. (a) den Skalar 
nehmen. 

Man erhält so 

,(b) V(*-ti) = (V-*)-t> + ((V:ö).0j . 
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Das letzte Glied kann nicht einfacher bezeichnet werden. 
Es ist derSkalar des Produktes der beiden Dyaden V ;t^ und 0^. 
Sind die 9 Koeffizienten der Dyade cl^^ «jg ..., so hat 
dieser Skalar den analytischen Wert 



jy ^21 + -Qj ^22 "T JJ «23 



T" ö* ^1"^ dx ^82 -r-^^ 033- 

539. JJer Rotor einer allgemeinen Vektorfunktion ist der 
ßotor der in 527. (a) entwickelten Dyade und kann in folgender 
Weise zerlegt werden 

(c) Vx(0.li):4=(vx a>).ö + ((V;tl)-a>,)^. 

530. Uns interessieren hier besonders jene Funktionen 
eines Vektors, welche wir in 347. bis 358. als partielle Ab- 
leitungen des Vektors nach seiner eigenen Richtung be- 
zeichnet haben. In diesem Falle ist die Dvade Q> eine deri- 
vierte Dyade des Vektors t> selbst, z. B. 

Es handelt sich also um die Funktionen 

V ; Ö • Ö , [ V ; tl] • Ö usw. 

und wir wollen die Derivationen derselben bestimmen. 

Da die derivierte Dyade dieser Dyade verschwindet, weil 
dieselbe ein Vektorpotential )i hat 

und da femer das Produkt der Dyaden 

eine symmetrische Dyade ist, deren Rotor Null ist, so ist der 
Rotor der erstangefiihrten Ableitung nach 529. (c) gleich Null 

531. Die Divergenz dieser partiellen Ableitungen hat eine 
sehr große Wichtigkeit für die Theorie der Bewegung deformier- 
barer Medien. Es ist zunächst der derivierte Vektor V • V ; t> 
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der Dyade eine Ableitung zweiter Ordnung der Vektor- 
verteilung t^ (siehe 492.) und es ist nach 528. (b) 

(a) V-(V;tl-ö) = (V- V;t>).Ö + ((V:ö)-(t>; V)),. 

Das letzte Glied ist der zweite Skalar zweiter Ord- 
nung der deri vierten Dyade (siehe 70.) 

((V ;».).(».; V)).= {0)5. 
Femer ist 

(b) V-(tl; V-t>) = ö.graddivH + 01. 

Wenn endlich die symmetrische derivierte Dyade ist 

<» = [V;tl], 
so ist 

(c) ^ V-([V;ö].tl)=^(V-[V;ö])-tl + [*]5, 
worin 

[a>]J=[V;b]5 

der erste Skalar zweiter Ordnung der derivierten Dyade 
ist (siehe § 69). 

Die Divergenz dieser vektorischen Ableitungen des 
Vektors t> nach sich selbst läßt sich also zerlegen in das 
skalare Produkt des Vektors mit einer Derivation zweiter 
Ordnung (siehe 491. bis 494.) desselben und in den Skalar 
zweiter Ordnung der derivierten Dyade. 



25. Die Arbeit der inneren Beschleunungen. 

533. Die innere ßeschleunung g' eines Teilchens einer 
zähen Flüssigkeit bestimmt sich durch die Bewegungsgleichung 

worin p die Spannung und W die Spannungsdyade ist. Die 
Arbeit dieser Beschleunung pro Sekunde, d. i. die Fluxion der 
Bewegungsenergie, bezogen auf die Volumseinheit, ist also 

Hig'.ti=L - v;?-ö - (v-y^)-ti. 

Die Fluxion der Bewegungsenergie in einem Raumteile tp 
der Flüssigkeit läßt sich nicht durch ein Oberflächenintegral 
darstellen. Es findet deshalb keine Erhaltung der Bewegungs- 
energie statt, der von der Oberfläche des Raumes qp aus- 
geschlossene Raum gewinnt nicht ebensoviel Bewegungsenergie 
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als der Raum qp verliert Dies gilt auch für ideale Flüssig- 
keiten, wie wir schon in 419. ausgeführt haben. 

Doch haben wir dort gezeigt, daß diese Arbeit der inneren 
Beschleunungen oder Fluxion der Bewegungsenergie sich wenig- 
stens teilweise durch das Raumintegral der Divergenz eines 
Vektors oder durch das Oberflächenintegral dieses 
Vektors, welchen man deshalb oft bildlich den Energiefluß- 
nennty darstellen läßt Es ist 

— V/> • ö = — div (p ö) + j9 div ö . 

Für ideale Flüssigkeiten ist also (nach 419.) der Energie- 
fluß (/7ö) gleich dem Produkte aus Spannung und Geschwind- 
heit Der Rest stellt die pro Sekunde gewonnene Bewegung»* 
energie dar 

Die in einem Flüssigkeitsteilchen gewonnene Bewegungs- 
energie ist gleich dem Produkte der Spannung und der Fluxion 
des Volums und wird durch eine äquivalente Abkühlung oder 
andere Veränderungen des Teilchens aufgewogen. 

533. In einer zähen Flüssigkeit wird die innere Be- 
schleunung aber außerdem durch die Spannungsdyade ^ be- 
stimmt (vergl. 517.) 

^f^ -2Jr[V;ö]. 

Wir setzen hier der Einfachheit wegen den Zähigkeits- 
modul i, dessen Wert unbekannt ist, gleich Null. Die Arbeit 
dieses Anteiles der inneren Beschleunungen (der eigentlichen 
Zähigkeitsbeschleunungen) läßt sich in derselben Weise zer- 
legen und teilweise durch die Divergenz eines Vektor» 
darstellen, welcher der Energiefluß zufolge der Zähigkeit ge- 
nannt wird. Der übrige Teil dieser Arbeit liefert gewonnene 
Energie. Es ist nach Gleichung 528. (b) 

_(v.yo-^ = - div(y/.t>) + ((V;tl)-y^),. 

Dieser Energiefluß hat hiernach den Wert W't^, er ist 
gleich dem Produkte der Spannungsdyade und der Geschwindheit. 

Unser Interesse muß sich nun dem Skalar des Produktes 
der beiden Dyaden zuwenden, welcher die gewonnene Energie 
bestimmt 
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Da nach 57. und 64. 

((V;^)-(V;^)),^((ll-V)-(ll;V)), 
und 

((V;^)-(^;V)),=^((ll;V)-(V;ll)),, 
so ist 

((V:»)-[V;t.]).i[V;D]5. 

Die pro Sekunde und pro Volum einheit gewonnene 
Bewegungsenergie wird sonach durch den Wert 

((V;t>)-n=-2Jf[V:»]J=-2^('f'^. 

dargestellt. Dieselbe ist also immer negativ. Bei Abwesen- 
heit äußerer Beschleunungen nimmt die Bewegungsenergie 
einer zähen Flüssigkeit immer ab, so daß dieselbe bald 
zur Euhe kommt, eine sehr bekannte und charakteristische 
Eigenschaft der zähen Flüssigkeiten. 

Für diese verlorene Bewegungsenergie wird in demselben 
Eaumteile der Flü-ssigkeit und in derselben Zeit eine äqui- 
valente Wärmemenge erzeugt. 

684. Die pro Volumeinheit und Zeiteinheit verlorene 
Bewegungsenergie oder gewonnene Wärme ist dem ersten 
Skalar zweiter Ordnung der derivierten Dyade V;^ der 
Geschwindheitsverteilung oder dem ersten Skalar des Quadrates 
der Spannungsdyade proportional. 

Die Skalare sind nach 69. gleich der Summe der 
Quadrate der Koeffizienten der Normalform dieser Dyaden, 
welche Hauptdehnungsgeschwindheiten bzw. Hauptspannungen 
heißen, und sind also wesentlich positive Zahlen. Wir haben 
diesen Skalar zweiter Ordnung in 357. und 389. in folgender 
anderer Form dargestellt 

(a) [V ; »]l = i(rot »)* + div f| - §^ div t. . 

Es ist also die pro Volums- und Zeiteinheit verlorene 
Bewegungsenergie oder gewonnene Wärme JF 

(b) r = 2Z (|(rotli)2 + div J^^ II - ^^divli^ 

686. Um diesen Wert für ein beliebiges Volum cp der 
Flüssigkeit, welches von der unveränderlich gedachten Ober- 
fläche im betrachteten Augenblicke eingeschlossen wird, be- 
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rechnen zu können, berücksichtigen wir zunächst das nach der 
Kegel üher die Fluxion von Integralen mit materiellem Träger 
384. (a) 



<p 



^Ti f^"^^" /(divö)*rfy. 



q> 

Die in diesem Räume cp pro Sekunde produzierte Wärme- 
menge oder verlorene Bewegungsenergie bestimmt sich also 
durch 



(a) 



Uß d<p = 2 Ä' / (|(rot »)» + (div \>)*) d(p + 



v 



+ 2Kf^.do-2K-^jVd 



0. 



Das Integral 

ft>'d0 



stellt die Geschwindheit dar, mit welcher die im gegebenen 
Augenblicke (aber nicht dauernd) von der unveränderlichen 
Oberfläche o eingeschlossene Flüssigkeitsmasse ihr Volum 
ändert. Die totale Fluxion dieses Integrals ist also die Be- 
schleunung, mit welcher sich dieses Flüssigkeitsvolum ändert. 

Die verlorene Bewegungsenergie wird also bestimmt durch 
das Raumintegral über das Quadrat des Rotors und der 
Divergenz der Geschwindheits Verteilung, außerdem durch die 
Beschleunung, mit welcher die Flüssigkeit ihr Volum ändert. 
Endlich aber noch durch das Oberflächenintegral der 
wahren Beschleunungen der Flüssigkeitsteile. 

Letzteres Oberflächenintegral bestimmt die Wärme- 
produktion in inkompressiblen, wirbelfrei bewegten 
Flüssigkeiten völlig. 

Erstes Beispiel. Ein starrer Zylinder vom Radius x rotiert 
in einer solchen Flüssigkeit, welche an seiner Oberfläche haftet 
und dort die Geschwindheit ö^, also die radial nach einwärts 
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-gerichtete BeschleunuDg ^ hat. Das Oberflächenintegral 

dieser Zentralbeschleunung bestimmt die gesamte Wärme- 
produktion W in der Flüssigkeit, falls diese inkompressibel ist 
und sich wirbelfrei bewegt, also ihre Geschwindheit dem Ab- 
stand von der Achse verkehrt proportional ist 



r 



= -2Jrr^ . rfo = 4;rJrV- 





Dies bezieht sich auf die Längeneinheit in der Achsen- 
H^'ichtung und die Zeiteinheit. 

Zweites Beispiel, Die Schmierflüssigkeit in einem zylin- 
drischen Lager (524.) produziert zufolge ihrer Zentralbeschleu- 
nung an der Oberfläche der Achse zunächst . die eben be- 
rechnete Wärmemenge, welche aber sehr klein ist und welche 
wir vernachlässigen. Außerdem ist aber hier noch nach 535. (a) 
das Eaumintegral des Rotors der Geschwindheits- 
Terteilung zu berücksichtigen. Es ist nach 94. 

V ; ^ = — ; ^0 also rot II =1= — X II . 

Da die Dicke r^ der Schmierschicht sehr klein ist, so ist 
mit hinreichender Genauigkeit 

(rott.)^ = ^. 

Also beträgt die gewonnene Bewegungsenergie pro Längen- 
Feinheit der Achse, wenn ^F die gewonnene Wärme ist: 

Da die Schmierflüssigkeit ihre Bewegungsenergie nicht 
ändert, so muß dieser Energiebetrag ganz auf die Achse über- 
tragen werden, welche also, da derselbe negativ ist, gebremst 
wird. Diese übertragene Energie können wir auch direkt 
berechnen. Der Energiefluß durch die Oberfläche ist W't^Qj 
^onn die Spannungsdyade nach 533 den Wert hat 



^=^-2Jr 



i. ■■'']■ 



Es ist also der Energiefluß pro Flächeneinheit 



♦1 
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und durch die ganze Oberfläche — 2 w t^j strömt pro Längen- 
einheit der Energiewert in die Schmierflüssigkeit 

Die Achse und das Lager bleiben unbeschleunt zufolge 
•der äußeren mit dem Bremsdynamometer meßbaren Arbeit. 
Diese ist nach 275. (d) gleich dem Produkt des Drehungsmomentes 
und der Botationsgeschwindheit der Achse. 

686. Die Arbeit der elastischen Beschleunungen, Die Fluxion 
der Bewegungsenergie eines Teilchens eines ideal elastischen 
Körpers, dessen elastische Beschleunung g' ist, hat (abgesehen 
von äußeren Beschleunungen) pro Volumseinheit den Wert 

worin V die elastische Spannungsdyade ist 

^^^ -2A'[V:u]- Adivtt/. 

Hierin ist K der Torsionsmodul, A der L am 6 sehe Modul. 

Da die Fluxion der Bewegungsenergie sich nicht durch 
die Divergenz eines Vektors darstellen läßt, also das Eaum- 
integral derselben sich nicht in ein Oberflächenintegral 
verwandeln läßt, findet keine Erhaltung der Bewegungsenergie 
statt Der von einer beliebigen Oberfläche eingeschlossene 
Teil des Mediums gewinnt nicht ebensoviel Bewegungsenergie, 
wie der ausgeschlossene verliert. Diese Fluxion t] läßt sich 
aber teilweise durch die Divergenz eines Vektors darstellen, 
und zwar des Vektors (y^-H). Dieser stellt den Energiefluß 
dar. Der andere Auteil der Fluxion der Bewegungsenergie 
stellt die pro Sekunde gewonnene Energie dar. 

Es ist nach Gleichung 528. (b) 

(a) i:^ -(v.^).ii^ _ v(^-ii) + ((V:^)-y^),.. 

Die pro Sekunde und Volumseinheit gewonnene Bewegungs- 
energie wird also durch denSkalar des Produktes der derivierten 
Dyade der Geschwindheit und der Spannungsdyade dargestellt. 
Es ist 

(b) {[s/.\i).^\^ -Adivödivu-2((V:^)-^[V:u]),. 

537. Nun setzen wir voraus, daß die betrachteten Defor- 
mationen sehr langsam erfolgen, sämtliche Geschwindheiten 
also sehr klein sind. Es ist dies dieselbe Voraussetzung, von 
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welcher wir bei der Aufstellung der Bewegungsgleichung zäher 
Flüssigkeiten ausgegangen sind. Wir haben dort zwischen der 
Fluxion der Dyade der Verschiebungen und der Dyade der 
Fluxion der Verschiebungen nicht unterschieden und wollen 
auch hier 

^ ' dt ^ ' 

setzen, wobei der Wert 

^•(V; V;U)-V;(ö- V;U) 
vernachlässigt wird, und ferner 

div tl = -j-r div tt 

dt 

setzen, wobei der Wert 

Ö • (V V • U) — V '(t» • V ; u) 

vernachlässigt wird. Die vernachlässigten Werte sind der als 
sehr klein angenommenen Geschwindheit i^ proportional. 
Es ist femer mit Genauigkeit 



i 



^^V;tt).[V;U])_^i^((V;tt)-[V;u]), 

und 

((V;U).[V;tt]).= ([V;UP)., 

also mit obiger Vernachlässigung 

(a) ((V;D)-[V;tt]).=^i^([V:ttP). 
und ebenso 

(b) div u div 11 = div ^ ^ div u = — (div u)^. 

Es ist also die pro Sekunde und Volumseinheit verlorene 
Bewegungsenergie annäherungsweise gleich 

(C) - ((V ; «) . y').= ^ (i A (div tt)^ + i jr([ V ; U]^).) . 

Dieselbe kann also (jedoch nur mit obigen Vernach- 
lässigungen) der totalen Fluxion einer skalaren Derivation 
der Verschiebungen gleich gesetzt werden, welche man die 
potentielle elastische Energie ?7 der Volumseinheit nennt 

(d) J^=^A(divu)2+ir[V;tt];. 

Hieraus folgt, daß die bei irgendeiner beliebig großen 
Deformation verlorene Bewegungsenergie gleich dem Zuwachs 
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des Wertes U ist. Da dieser wesentlich positiv ist^ wird ein 
ruhendes, deformiertes Medium bei Abwesenheit äußerer Be« 
schleunungen, indem es Bew^pingsenergie annimmt, anfänglich 
stets seine potentielle Energie U yerringem. Wenn auf irgend 
einem Wege der anfangliche Deformationszustand wieder 
erreicht wird, gleichgültig, welche geänderte Verteilung der 
Geschwindheiten dann yorhanden ist, so wird doch jeder Baum- 
teil des Mediums die gleiche und entgegengesetzte Änderung 
der Bewegungsenergie erfahren haben wie die angrenzenden 
Medien. 

538. Es ist für einen Baumteil (p, welcher von der Ober- 
fläche umschlossen wird, nach Gleichung 536. (a) 

ff tp 

Die Summe der „Energien^' {E + ü) bleibt erhalten, weil 
sich ihre Fluxion durch die Divergenz eines Vektors darstellen 
läßt Man kann also den Vektor {^•)i) auch als den Fluß 
der (skalaren) Energie {E + V) bezeichnen, wobei auch an die 
Redensart erinnert werden soll, daß die Dyade ^ den Fluß 
der vektorischen Bewegungsgröße darstellt, d. h. die Fluxion 
der Bewegungsgröße eines Baumes wird durch das vektorische 
Oberflächenintegral dieser Spannungsdyade dargestellt. 

Die Summe der potentiellen Energie ü und der 
Bewegungsenergie E in dem ganzen von elastischen Medien 
erfüllten, von verdünnter Luft oder ruhenden Medien begrenzten 
Kaume ist konstant An verdünnte Luft kann nämlich keine 
Bewegungsenergie übertragen werden, weil in dieser die 
Spannungsdyade W gleich Null ist, und an ruhende Medien 
kann natürlich auch keine Bewegungsenergie übertragen werden, 
weil t^ gleich Null ist. In beiden Fällen ist der Energiefluß 
(y^.ti) gleich Null. 

539. Ein so abgeschlossenes System von idealen elasti- 
schen, flüssigen und gasförmigen Körpern gewinnt unbedingt 
ebensoviel an potentieller elastischer Energie als an Bewegungs- 
energie verloren geht oder Arbeit der äußeren Beschleunungen 
(z. B. Schwerebeschleunungen) gewonnen wird. Nach obiger 
Definition der potentiellen Energie ist es hierbei gleichgültig, 
ob, wie dies immer der Fall ist, bei den Deformationen Wärme 

Jaamann, Bewegungslehre. 26 
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entsteht oder nichts doch muß hiervon die Wärmeproduktion 
zufolge der Zähigkeit ausgeschlossen werden. Daß nämlich 
die Summe der potentiellen und Bewegungsenergie erhalten 
bleibt, ist ein aus der Bewegungsgleichung deduzierter Satz, 
welcher keinen Zusammenhang mit der Wärmetheorie hat. 
Man bezeichnet die Differenz der potentiellen elastischen 
Energie und der produzierten Wärmemenge als die innere 
Energie des Mediums. Diese ist also für Gase gleich Null. 

540, Beispiel. Wir berechnen die potentielle Energie der 
Volumseinheit eines gedehnten elastischen Zylinders, welcher 
die Poissonsche Querkontraktion erfahren hat. Sei a? die 
Verlängerung der Längeneinheit der Achse, deren Kichtung 
die Kichtung des Dehnungsvektors a bestimmt, so ist nach 
508. (a) die Dyade der Verschiebungen 

[V;tt] = a;a + paxa =^(1 + ())a;a-pa2/^ 

worin q die Poissonsche Zahl ist. Das Quadrat dieser 
Dyade ist 

und der Skalar dieses Quadrates ist 

[V ;tt],» ^ (1 - Q^)a^ + 3 Q^a^ = (1 + 2Q^)a\ 

Die Divergenz der Verschiebungen ist 

Vtt = (l + (>)«*- 3 pa2^(l -2p)a2. 

Die potentielle Energie ist also pro Volumseinheit 

Da nach 508. für die Poissonsche Zahl q die Be- 
ziehung gilt 

so ist 

(a) ü^a^K{l+ Q)r=\Ea\ 

Um einen Kubikzentimeter Kautschuk (Ä'= 33.10® und 
^ = ^ um a* = -j^^ zu dehnen, braucht man also die Arbeit 
5.10» Erg. 

541. Zweites Beispiel Bei dieser Dehnung ändert sich 
die Volumseinheit um den Betrag 

divtt = (l -2())a2. 
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Wir berechnen nun die potentielle Energie pro Volums- 
einheit desselben Körpers, wenn er eine gleichförmige Kom- 
pression oder Dilatation erfahren hat. Dann ist die Dyade 
der Verschiebungen nach 511. 

[V;U]=^c7, 

wobei 

div tt = 8 c 
und 

[V;«].' = 3c« 

also endlich die potentielle Energie 

(a) C^, = 3c»(|A + üO = fc2Ä. 
Nehmen wir nun an, daß 

3c = (l-2(>)a* 

ist, d. h. daß das Medium bei dieser gleichförmigen Dilatation 
dieselbe Volumsänderung erfahren hat, wie bei der in 640. 
berechneten Dehnung, so ist, da der Kompressionsmodul 

E 
1 - 2^ ' 

(b) &, = i(l-2e)£^, 

d. h. um eine bestimmte Volamsänderung eines Körpers zu 
erzielen, ist bei gleichförmiger Kompression immer eine viel 
kleinere Arbeit U^ erforderlich, als die zur Dehnung bis zu 
gleicher Volums'änderung nötige Arbeit U^ und zwar ist gerade 
für die dehnbarsten Stoffe (siehe § 608, S. 375) das Verhältnis 
U\U^ am größten. 



3J2 = 





Zinn 


Glas 


Hartgummi 


Kautschuk 


ü 


0,15 . 
4 


0,25 
6 


0,4 
15 


4500 



26' 



Vierter Teil 

Eraftlehre. 



26. Die räumlichen Kräfte. 

543. Wir wenden uns nun zur Beschreibung jener Vor- 
gänge, welche durch die Eraftempfindung angezeigt werden 
können. Diese führt zur Wahrnehmung der Größe und 
Richtung der Kräfte. 

Die Kraftempfindungen zeigen entweder eine Verände- 
rung der Bewegung der ergrififenen Körper an, z. B. wenn 
man einen Stein wirft oder einen bewegten Körper aufhält 
Oft begleiten sie eine unveränderliche Bewegung und zeigen 
dann, wie man heute weiß, eine Wärmeproduktion an 
(z. B. wenn man einen Körper, der eine starke Beibung an 
seiner Unterlage hat, fortschiebt). Endlich zeigen die Kraft- 
empfindungen auch Deformationen der ergriffenen Körper 
an, z. B. wenn man «inen Stab biegt. In den letzteren zwei 
Fällen sind die mit der Krafterscheinung verbundenen Be- 
wegungen oft sehr unbedeutend, oft gar nicht vorhanden. Man 
empfindet Kraft, wenn man den Körper auf seiner Unterlage 
fortzuschieben sucht, ohne es zu vermögen, oder wenn der 
Stab gebogen ist, ohne sich zu bewegen. So empfindet man 
auch Kraft, wenn man einen Stein frei in der Luft erhält, 
ohne ihn zu heben. In letzteren statischen Fällen hindert 
man die Körper, sich zu bewegen. Alle Krafterscheinungen 
haben gelegentlich Beziehungen zu Bewegungserscheinungen, 
deren theoretische Wichtigkeit und deren Gesetz jedoch nicht 
ohne weiteres einleuchtet. 

543. Als erste aller physikalischen Wissenschaften ent- 
wickelte sich die reine Kraftlehre. Es können alle An- 
ordnungen, an welchen wir unsere Kraft erprobt haben, auch 
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untereinander kombiniert werden und ersetzen sich dann gegen- 
seitig den wirkenden Menschen. 

Wir können einen Körper in Bewegung setzen, aufhalten 
oder tragen, andererseits können wir eine Feder spannen. 
Kombiniert man eine gespannte Feder A und einen bewegten 
oder schweren Körper B^ so erfahren beide ähnliche Ver- 
änderungen. Da man den einen Teil A dieser Kombination be- 
liebig wählen kann und doch erzielt, daß der andere Teil B 
dieselben Veränderungen erfährt, hat man sich gewöhnt, ent- 
weder den einen Teil A immer durch einen kraftleistenden 
Menschen ersetzt zu denken, oder ganz von seinen speziellen 
Eigenschaften zu abstrahieren. 

Im ersten Falle sagt man, der hinzugedachte Mensch übt 
eine Kraft aus, und der Teil B der Kombination, dessen Ver- 
änderungen man betrachtet, erfährt diese Kraftwirkung. Voll- 
endet man aber die Abstraktion von dem ersten Teile A der 
Kombination, so sagt man: auf den zweiten Teil B der Kom- 
bination wird eine Kraft ausgeübt (von beliebigem Ursprung) 
und umgekehrt 

Der erste Teil der Kombination bestimmt eine Kraft 
und diese bestimmt die Veränderung des zweiten Teiles der 
Kombination und umgekehrt 

644. Man erkennt, daß diese Kraft nichts anderes ist 
als eine eingeschaltete Hilfsvariable. Indem diese ver- 
schiedenen Veränderungen verschiedener Komplexe Ä^ B mit 
derselben Hilfsvariablen verglichen werden, wird nichts anderes 
als ihre Äquivalenz oder Vertauschbarkeit festgelegt 

Diese Hilfsvariable kann durch unsere Kraftempfindung, 
wenn auch in nur roher Weise, gemessen oder abgeschätzt 
werden, und ist also ein Vektor von bestimmter Größe und 
Bichtung. 

Wir werden sogleich ein objektives Kraftmaß kennen 
lernen, durch dessen Einführung die Kraftlehre Wissenschaft* 
liehen Charakter annahm. 

645. Einfache Gesetze für die Größe der Kräfte. Wenn 
wir die Kräfte auch zunächst nur nach unserer Empfindung 
abschätzen können, so zeigt sich doch, daß sie durch sehr 
einfache Gesetze bestimmt sind, und also große physi- 
kalische Wichtigkeit haben. 
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Die Kraft^ welche eine gespannte Feder ausübt, hängt 
z. B. nur von ihrem Material, Ton Form und Dehnung ab, nicht 
aber von dem Ort des Versuchs und anderen Umständen, ja 
nicht einmal von der Natur und dem Zustande des an* 
gegriffenen, von der Feder bewegten Körpers. 

646. Summierung der Kräfte. Wenn zwei Menschen mit 
gleicher entgegengesetzt gerichteter Kraft an einem 
Körper ziehen, so heben sich diese Wirkungen auf, d. h. der 
Körper bleibt in Ruhe. Solche statische Fälle treten auch 
bei Kombination anderer für sich „Kräfte ausübender" Um- 
stände auf, z.B. gespannter Seile, Magnete usw., und für diese 
Fälle gelten nun universelle Gesetze. 

Als gleiche Kräfte bezeichnen wir solche, welche sich 
aufheben bez. ersetzen können. Sind zwei Kräfte einer 
dritten gleich, so sind sie auch untereinander gleich. 
Es ist dies eine andere Form des Satzes von der Äquivalenz 
oder Vertauschbarkeit kraftbestimmender Umstände (544.). 

Zwei Menschen üben bei gleicher und gleichgerichteter 
Anstrengung eine größere, in einfachen Fällen gerade die 
doppelte Wirkung aus. 

Wenn zwei gleiche Kräfte eiüe dritte entgegen- 
gesetzte aufheben oder ersetzen, so ist letztere als 
doppelt so groß zu betrachten. 

Die Wichtigkeit dieses Satzes zeigt sich sofort dadurch, 
daß er allgemein aufrecht erhalten werden kann, was keines- 
wegs selbstverständlich ist, sondern auf ein fundamentales 
Naturgesetz hindeutet. 

547. Man gelangt hierdurch zu einem objektiven Kraft- 
maß. Wir können jede Kraft messen, indem wir sie durch 
eine Anzahl von Einheitskräften aufheben oder ersetzen. Die 
algebraische Summe mehrerer in die gleiche oder entgegen- 
gesetzte Eichtung fallender, an einem Körper wirkender Kräfte 
muß nach diesen Voraussetzungen im Ruhefalle Null sein. 

Einen noch größeren Erfolg brachte die Entdeckung der 
allgemeinen Form dieses Gesetzes: Die vektorische Summe 
aller an einem Körper wirkender Kräfte ist im Kuhe- 
falle NuU. 

Es war mit dieser Einführung des Kraftmaßes ein weites 
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BeobachtuDgsfeld gegeben. Die verschiedensten Umstände, 
welche Kräfte ausüben, waren zu untersuchen, und Größe 
sowie Bichtung dieser Kräfte zeigten sich immer als durch 
einfache Gesetze bestimmt. 

Mehrere an demselben kleinen Körper angreifende Kräfte 
können immer durch eine Resultierende ersetzt werden, 
welche gleich ihrer vektorischen Summe ist. 

548. Die Gewichte, Als Vergleichskräfte oder Einheits- 
kräfte bedient man sich am besten der Gewichte. Da wir 
eine Kraft ausüben müssen, um einen Körper vor dem Fallen 
zu bewahren, so muß diese Konfiguration eine entgegengesetzt 
(nach unten) gerichtete Kraft bestimmen, welche wir das Ge- 
wicht des Körpers nennen. Dieses bestimmt sich durch be- 
sonders einfache und genau geltende Gesetze. 

Zwei in jeder anderen Beziehung gleiche Körper haben 
gleiches, zusammengenommen doppeltes Gewicht, Von jeher 
hat man die Anzahl gleichartiger Körper, z. B. Getreide- 
körner oder das Volum homogener Flüssigkeiten, nach dem 
Gewichte beurteilt. 

Gleiche Gewichte halten sich an einer fixen Eolle das 
Gleichgewicht. Ein über eine Rolle geführtes Seil übt an 
beiden Enden gleiche Kräfte in der Richtung dieser Enden 
aus. Gleiche Gewichte halten sich an einer gleicharmigen 
Wage in Ruhe. 

Mit diesen Vorrichtungen ist es nun leicht Gewichte 
mit einer Gewichtseinheit oder einem Gewichtssatz, sowie 
andere Kräfte ihrer Richtung und Größe nach zu messen. 

549. Prinzip der virtuellen Verschiebungen, Die Statik fand 
ihren Abschluß mit der endgültigen Fassung des Gesetzes des 
Gleichgewichtes mehrerer Kräfte, welche an einer aus teils 
starren, teils sehr leicht deformierbaren Bestandteilen be- 
stehenden Maschine wirken. Zu diesem Gesetze trugen alle 
hervorragenden Physiker von Archimedes (200 n. Chr.) bis 
Johann Bernouilli (1717) etwas bei. Man bezeichnet als 
Arbeit einer Kraft das skalare Produkt derselben und der 
Verschiebung des Körpers, an welchem sie angreift. Bei jeder 
möglichen Verschiebung einer im Gleichgewicht befindlichen 
Maschine ist die Summe der Arbeiten aller Kräfte Null. 
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550. Kinetische Krafitheorie, Da für die statischen Er- 
scheinungen universelle Gesetze gelten, welche unabhängig 
sind von der Herkunft der Kräfte, sollte man erwarten ^ daß 
auch die Bewegungsvorgänge durch ähnliche Hilfsvariable be- 
stimmt werden, ja daß diese, die bewegenden Kräfte, viel- 
leicht den statischen Kräften gleich sind, d. h., daß zwischen 
der auftretenden Bewegungsform und jenen Umständen, welche 
statische Kräfte bestimmen, eine einfache Beziehung bestehe. 
Die bekannteste dynamische Beobachtung war es, daß es 
desto größerer Kraft bedürfe, mit je größerer Geschwind- 
heit ein Wagen fortgezogen wird. Wenn aber eine Kraft die 
Geschwindheit des angegriffenen Körpers direkt bestimmt, dann 
müßte ein geworfener Stein, sowie er die Hand verläßt, sofort 
seine Geschwindheit verlieren. Femer war es bekannt, daß 
ein frei fallender Stein sich immer rascher bewegt, obgleich 
doch das Gewicht des Steines in jeder Höhe dasselbe ist. 

Nachdem Galilei die konstante Beschleunung des 
freien Falles beobachtet hatte, mußte er diese als die Wirkung 
der Gewichtskraft betrachten, eine Form des Gesetzes der 
bewegenden Wirkung der Kräfte, welche sofort für viele, aber 
nicht für alle Fälle zutreffend erschien. Man empfindet Kraft, 
wenn man einen Stein wirft oder einen bewegten Körper auf- 
hält, weil dies eine Beschleunung der betreffenden Körper 
bedeutet, man empfindet Kraft, um einen Körper frei schwebend 
zu erhalten, weil man die Schwerebeschleunung desselben 
aufheben muß. Freilich muß dann die Reibung eine Be- 
schleunung, welche der Geschwindheit proportional ist, 
bestimmen, eine recht künstliche Umschreibung eines einfachen 
Vorganges. 

561. Da die Schwerebeschleunung aller Körper gleich ist, 
muß das Gewicht derselben eine spezifische Konstante der 
Körper, das Gewicht der Volumseinheit eine spezifische Kon- 
stante der Stoffe sein. Dieses spezifische Gewicht der Stoffe 
oder das Gewicht der Körper bestimmt auch ihr Verhalten für 
andere Kräfte. Da die Schwerkraft bei stets gleicher Beschleu- 
nung dem Gewichte gleich ist, sind vielleicht auch andere Kräfte 
bei gegebener Beschleunung dem Gewichte des Körpers pro- 
portional. Es verhält sich also irgend eine Kraft zum Gewicht 
des Körpers wie ihre Beschleunung zur Schwerebeschleunung. 
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Den Quotienten aus dem Gewichte und der Schwere- 
beschleunung nennt man die Masse des Körpers. 

Da die Schwerebeschleunung an verschiedenen Orten der 
Erde etwas verschieden ist, an jedem Orte aber für alle Körper 
gleich, so müssen die Gewichte desselben Körpers an ver- 
schiedenen Orten etwas verschieden sein, das Verhältnis der 
Gewichte verschiedener Körper aber konstant sein. 

553. Man kann . nun jede auf einen kleinen starren 
Körper wirkende Kraft ersetzt denken durch eine derselben 
und der reziproken Masse proportionale partielle Beschleu- 
nung. Diese ist zwar ebensowohl wie die Kraft .im allgemeinen 
nur eine Hilfsvariable. Die Summe aller auf den Körper 
wirkenden Kräfte ist aber hiermit als ein reeller physika- 
lischer Vektor, als das Produkt aus Masse und Be- 
schleunung erkannt. Damit konnten alle Errungenschaften 
der Kraftlehre für die Bewegungslehre verwertet werden. 
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558. Das Gleichgewicht und die Bewegung ausgedehnter 
starrer Körper wird schon durch die vektorische Summe und 
das Moment der an verschiedenen Teilen dieses Körpers wirken- 
den Kräfte bestimmt und man hat deshalb eine sehr große 
Freiheit in der Wahl dieser Hilfsvariablen. Sie können auf 
verschiedene Weise angenommen werden, so daß sie die 
Bewegung des Körpers richtig bestimmen und selbst durch 
einfache allgemein gültige Gesetze bestimmt werden. Es bot 
sich in vielen Fällen die Verlegung dieser Kräfte in die ober- 
flächlichen Teile des Körpers und ihre gleichmäßige Ver- 
teilung auf diese Oberflächen als vorteilhaft dar. Die Kraft 
pro Flächeneinheit, welche ein in eine Flüssigkeit ge- 
tauchter Körper an seiner Oberfläche erfährt, heißt der Druck 
der Flüssigkeit an dem betrachteten Punkte der Oberfläche 
und ist ein senkrecht gegen diese Oberfläche gerichteter 
Vektor. Ist der starre Körper in eine zähe Flüssigkeit oder 
ein elastisches Medium eingebettet, so erfährt er schief gegen 
seine Oberfläche gerichtete Oberflächenkräfte, Diese sind 
Hilfs Vektoren, deren Produkt mit der Größe eines kleinen 
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Oberflächenstückes die auf einen unter demselben irgendwo 
in der Eichtung der Oberflächenkraft liegenden Teil des starren 
Körpers wirkende Kraft und damit eine partielle Beschleunungs- 
größe dieses Teiles angibt 

554. Diese Oberflächenkräfte werden nun in einfachei^ 
Weise durch den Deformationszustand des Mediums, in welchem 
der starre Körper eingebettet ist, in unmittelbarer Nähe des 
betrachteten Oberflächenstückes bestimmt. Mit dieser Hilfsvor- 
stellung hat man sich auch in den Bewegungserscheinungen 
deformierbarer Medien zurechtgefunden. Jedes Teilchen eines 
solchen Mediums erfährt von dem umgebenden Medium die- 
selben Oberflächenkräfte wie ein starrer Körper und zeigt die- 
selbe resultierende Beschleunung, wie sie ein starrer 
Körper von gleicher Form an seiner Stelle zeigen würde. Hier- 
durch ist die Bewegung aller Punkte des Mediums und damit 
auch die Deformation desselben gegeben, welche wieder die 
Oberflächenkräfte bestimmt. 

Es ist aber hervorzuheben, daß dieselben nicht, wie man 
allgemein annimmt, als reale physikalische Vektoren auf- 
gefaßt werden können. Der Druck im Innern einer Flüssig- 
keit soll z. B. eine Kraft, d. h. ein Vektor sein, welcher nach 
allen Richtungen in gleicher Weise bestimmt ist, nämlich 
auf jedem durch den betrachteten Punkt gelegten Flächen- 
element senkrecht steht. 

Diese geometrische Unklarheit wird zwar durch ent- 
sprechende Anwendungsvorschriften unschädlich gemacht, man 
wird aber dennoch ihre Beseitigung wohltuend empfinden. 

555. Die Bewegung wird bestimmt durch reale physi- 
kalische Größen von dem geometrischen Charakter derDyaden, 
wie in 501 u. f., 517 u, f. ausführlich klargelegt wurde. Ihr 
inneres Produkt mit dem als Vektor anzusehenden Oberflächen- 
element ist erst ein Vektor von der Dimension einer Kraft 

Diese Dyaden sind derivierte Dyaden der Verschiebungs- 
oder Geschwindheitsverteilung. Sie bestimmen die Beschleu- 
nung der Punkte des Mediums. Diese oder vielmehr das 
Produkt der Dichte und Beschleunung ist der derivierte 
Vektor dieser Dyadenverteilung oder umgekehrt, die Span- 
nungsdyade ist das dyadische Potential dieses Fluktors der 
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Beschleunung. Das Raumintegral dieses derivierten Vektors 
ist gleich dem vektorischen Oberflächenintegral der Djaden- 
verteilung, daher der Nutzen der Annahme von vektorischen 
Oberflächenkräften. Dieser Nutzen reicht aber durchaus nicht 
weiter, als um die beste Methode der Berechnung der Be- 
wegung starrer von dem deformierbaren Medium umgebener 
Körper anschaulicher zu machen. Im Inneren deformier- 
barer Medien Oberflächenkräfte anzunehmen, ist nicht nur 
sinnlos, sondern auch zwecklos. Dort gibt es keine Oberflächen 
und darum hat nur die Spannungsdyade, aber haben nicht 
deren Produkte mit gedachten Oberflächenelementen (die Ober- 
flächenkräfte) physikalische Eealität. 

556* Die Eraftlehre liegt keineswegs mehr der Bewegungs- 
lehre zugrunde. Es ist veraltet, die ganze Bewegungslehre 
schlechtweg als Dynamik zu bezeichnen. Im Gregenteile sind 
die Krafterscheinungen, soweit unser Wissen reicht, und also 
wahrscheinlich vollständig auf Bewegungserscheinungen zurück- 
geführt. 

Obgleich wir immer noch unseren Kraftsinn mit Vorteil 
bei groben physikalischen Beobachtungen und Arbeiten aus- 
nützen werden, sind wir doch nicht mehr auf denselben an- 
gewiesen» Obgleich wir oft den Kraftbegriff bei unseren Schlüssen 
verwenden werden, sind wir doch nicht mehr auf solche Schlüsse 
angewiesen. Würden wir heute den Kraftsinn und die Kraft- 
vorstellung vöUig verlieren, so hätten wir keinen Verlust an 
Naturverständnis zu befürchten. 

Die Kraft lehre oder Dynamik nimmt in der Physik 
keinen anderen Bang ein als die Akustik einnimmt und als 
die Optik einnehmen würde, wenn die Lichterscheinungen 
völlig auf elektromagnetische Vorgänge zurückgeführt werden 
könnten. Jedoch ist der experimentelle und heuristische Wert 
der Akustik und mehr noch der Optik heute weit höher als 
jener der Dynamik, deren große Leistungen hinter uns liegen. 
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Hauptträgheitsmomente 268, 264. 
Heißlaufen der Achsen 585. 
Heliozentrische Geschwindheit 122. 
Helmholtz, Kombinationstöne 388. 

— Theorie der Resonatoren 887. 

— Vibrationsmikroskop 344. 

— Saitenschwingungen 844. 

— Wirbelringe 886, 887. 

— Gedämpfte Kuselwellen 522. 

— Z^igkeitsmodui 525. 
Hertz, 477. 
Himmelskugel 115. 
Hipparch 116. 

Hohlkugel, Spannung einer 512. 
Hooke 138. 
Hörgrenze 888. 
Horizontalpendel 172. 
Huyghens 25, 124, 469. 
Hydraulische Maschinen 418. 

Ideale Flüssigkeiten 893, 896. 
Dichte derselben 393, 397, 

406, 411. 
innere Beschleunungen 394, 

396. 

Spannung 396. 

Druck 415, 553. 

Inneres Produkt zweier Vektoren 34. 
eines Vektors u. einer Dyade 

48, 60. 
eines Vektors u. einer Triade 

484. 

zweier Dyaden 62, 64. 

Innere Beibung, siehe Zähigkeit. 
Integrale mit materiellem Tr^er 383. 
Integration, vektorische 21. 

— dyadische 54, 263, 872, 485. 

— triadische 486. 
Interferenz der Töne 826. 
Interferenzrohr 328, 346. 

Kalorimetrische Messungen 146, 147. 
Kater 278. 
Kathetometer 406. 
Kegelpendel 112. 
Kelvins Integralsatz 367. 
Kepler, Flächensatz 128, 129. 

— Planetenbahnen 130. 

— Umlaufszeiten 131. 

— Gegenwirkungsprinzip 140. 
Kirchhoff, Strahlformen 402. 

— Flüssigkeitsschwingung 424. 
Klangfarbe 831. 



Klänge mit aufgezwungener Periode 

332. 
Klebrigkeit 514. 
Knall 309. 

Kohlrausch, W. 332. 
Kolben, Antrieb eines 416. 
Kommutation der Faktoren 89. 
Kombinationstöne 333. 
Komponenten eines Vektors 18. 

— einer vektorischen Summe 18. 

— rotorischer Produkte 37. 

— des Gradienten 88. 

— der Geschwindheit 107. 

— der Beschleunung 107. 
Kompressionsmodul der Flüssig- 

keiten 437, 438. 

— der Gase 489. 

— der elastischen Stoffe 511. 

— der Dämpfe 441. 
Kompressionspumpe 452, 453. 
König 333, 346, 341. 
Konjugierte Dyaden 57. 
Konsequenten einer Dyade 51. 
Kontinuitätsgleichung 434. 
Kontraktionsdyade 61. 
Koordinatensystem 37. 
Kopernikus 120, 127. 
Koplanare Vektoren 19. 
Ejraft, als Hilfsvariable 544. 

— als BeschleunungsgröJBe 549. 

— beweeende 650. 

— beschleunigende 550. 

Ejräfte, Summierung der 546, 547» 
Kraftempfindung 219, 542, 544. 
Kraftlehre, reine 543. 
Krakatau 340. 
Bjreisbewegung 30. 
Kreisel, Foucaults 254. 

— Präzession 283. 
Krümmungsradius der Bahn 84. 
Kugelwellen, longitudinale 476. 

— transversale erster Art 477. 

zweiter Art 482. 

Kundtsche Staubfiguren 346, 436. 

Lagrange 193. 

— Gleichungen für Maschinen 303. 
Lambsche Formel 382. 
Laplace, Theorie des Schalles 335. 
Laplacescher Operator 492. 

— Vektor 492. 
Laplace-Poissonsche Gleichung 

210.- 
Leerer Baum 451, 462. 
Lichtes, Theorie des 469, ' 
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Linienintegral, skalares 102, 223. 

— rotorisches 373 (b). 

— dyadisches 372, 484. 

— tnadisches 486 (e). 

— der derivierten Triade 484. 
Linienvektor 21. 
Lissajous Corven 344. 
Lotablenkungen 190. 
Longitadinale Wellen 435. 

in Stäben 510. 

Luftdichte, absolute 450. 
Luftdruck 449. 
Luftpumpe 453, 457, 458. 

Mach, Begriff der Masse 140. 

— Schall scharfer Schüsse 312. 

— Schall- u. Geschoßphotographien 
313. 

— Schallwellen in Glas 316. 

— Pendelbrett 278. 
Mac-Leod, Manometer 458. 
Magnetische Wirbel 468. 
Manometer 407, 458, 512. 
Maschinen, ohne innere Arbeit 4, 

288, 291, 292. 

— allgemeine mit starren Verbin- 
dungen 302. 

— mit allgemeinen Zwangsbedin- 
gungen 303. 

Masse, Definition 141. 

— als Gewicht oder Last 219, 549. 

— als körperliche Eigenschaft 142. 

— als benannte Zahl 143. 

— großer Körper 155. 

— Erhaltung der 157, 433, 463. 

— der Planeten u. der Sonne 166. 

— der Sterne 168. 

— der Erde 195. 

— des Mondes 160. 
Massenbestimmung, 1. Methode 145, 

147, 160. 

— 2. Methode 165, 166, 167, 168. 

— 3. Methode 216, 217, 218. 

— 4. Methode 219. 

— 5. Methode 299, 300, 301. 
Massenmittelpunkt 150, 260. 
Massenmomente, höhere 261. 

— vektorische 260, 262, 265, 266. 

— dyadische 263, 264. 
Materielle Fluxionen 379. 
Materialität der Stromröhren 385. 

— der Wirbelringe 386, 429. 
Max well sehe Gleichungen 470. 
Mechanik, technische 4, 472. 
Melde 346, 341. 

Jaumann, Bewegungslehre. 



Membran, Blähung einer 512. 

Meridian 116. 

Merkur, unerklärte Abweichungen 

137. 
Mersenne 309. 
Metazentrum 410. 
Moment eines Skalars 150. 

— eines Vektors 151. 

— der Geschwindheit 151. 

— der wahren Beschleunungen 258, 
268. 

— der Schwere in bezug auf den 
Schwerpunkt 410. 

Mond, Bahn 117, 118. 

— Masse 160. 

— Präzessions Wirkung 285. 

Natterer 461. 

Neigung der Planetenbahnen 130. 

Newton, Planetenbahnen 106, 133. 

— Gravitationsgesetz 133, 164, 189. 

— Erdschwere als Gravitation 138. 

— Theorie des Schalles 335. 

— Gegen Wirkungsprinzip 140. 
Niveaufl&chen 85. 
Niveauschichten 85. 
Nordpol, wahrer 116. 

— fingierter 254. 

— - geographischer Umlauf 286. 
Nullmethode der Massenbestimmung 

300. 
Nutationskegel 256, 282. 
Nutation der Erdachse 284. 



Oberfläche rotierender Flüssigkeiten 
403. 

— beschleunter Flüssigkeiten 404. 

— ruhender Flüssigkeiten 405. 
Oberflächenintegral, skalares 177. 

— vektorisches eines Skalars 363. 
eines Vektors 370. 

— dyadisches eines Vektors 372, 373. 

— der Spannung 415. 

— der Spannungsdyade 502, 518, 
555. 

— vektorisches einer Dyade 485 (b). 

— dyadisches einer Dyade 486 (b). 

— triadisches einer Dyade 486 (f). 
Oberflächenspannung 497, 501. 
Oberflächenkräfte 553, 554, 555. 
Oerstedt 438. 

Operator, Differential- 89. 

— Definition nach Hamilton 90. 

— Laplacescher 492. 

27 
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Operator, partieller 352, 355. 
Orthogonalflächen 231, 362. 
Ortsvektor 61, 93. 



Parallaxe der Gestirne 121. 
Partielle Beschleunungen 111. 

— Derivationen 348, 358. 

Darstellung durch spezielle 

Derivationen 350, 358. 
analytische Darstellung 352 

bis 355, 358. 
Pascal, hydraulische Presse 418. 

— Bergexperiment 450. 
Pendel, Beschleunung 7. 

— Schwingungsdauer 11. 

— Galileis 8. 

— Kegel- 112. 

— Tangenten- 114. 

— physisches 278. 

— Eeversions- 278. 

— ballistisches 147. 

Periode der Töne 329. 
Pfeifen 337. 
Phonautograph 341*. 
Phonograph 332, 342. 
Piezometer 438, 511. 
Picard 124. 

Planeten 73, 119, 130, 166. 
Planetarische Bewegung 106. 
Poiseuille 520. 

Poissons Differentialgleichung 
210, 495. 

— Zahl 508, 509. 

— Gesetz 464, 465. 

— Elastizitätstheorie 469. 
Polarstem 115. 
Polhöhe 116. 
Polschwankungen 286. 
Potential, eines Vektors, Bedingung 

für ein skalares 103, 225, 241. 
für ein vektorisches 

100, 210, 240, 490. 
für ein dyadisches 

486, 495. 

— eines Beschleunungsfeldes 105. 

— dyadisches einer Triade 484. 
einer Dyade 486. 

eines Vektors 485. 

— vektorisches einer Dyade 100. 

eines Vektors 240, 495. 

eines Skalars 210. 

Potentialdifferenz als Fortlauf 224. 
Potentialperiode 228. 
Potentialringe 227. 



Präzession 283. 
-— des Prühlingspunktes 285. 
Präzessionskegel 256, 282. 
Produkt, inneres zweier Vektoren 34. 

eines Vektors u. einer Dyade 

48, 60. 
zweier Dyaden 62, 64. 

— — e. Vektors u. e. Triade 484. 

— — reziproker Dyaden 64. 
konjugierter Dyaden 64. 

— äußeres zweier Vektoren 36. 
r- einer Dyade u. eines Vektors 

49. 
zweier Dyaden 49. 

— skalares 34. 

— rotorisches 36. 

— dyadisches, skalarer Art 47. 

rotorischer Art 47. 

Eealität desselben 47. 

— symbolisches 89, 352, 355. 
Projektionen eines Vektors 44, 45. 
Prony 524. 

Quadrik einer Dyade 10. 

— der Trägheitsdyaden 263. 
Quecksilberluftpumpen 458. 
Querkontraktion 508. 
Quincke 328, 348. 

Eadiusvektor siehe Ortsvektor. 
EAdius der Planetenbahnen 130. 
Raumintegral eines Gradienten 363. 

— der Divergenz 200. 

— eines Rotors 370. 

— der derivierten Dyaden 372, 373. 

— des derivierten Vektors einer 
Dyade 485. 

— der derivierten Dyade einer 
Dyade 486. 

— einer derivierten Triade 486. 
Reduzierte Pendellänge 278. 
Regnault 461. 
Resonatoren, akustische 337. 
Reversionspendel 278. 
Reziprokale Vektoren 42. 
Reziproke Vektoren 42, 59. 

— Dyaden 59. 

Rieh er s Pendel versuch 124. 
Richtung einer Fläche 179. 
Rollkegel 256, 282. 
Rotation 250. 

— relative 252. 

— konstante 281. 

— freie 282. 

— um eine Hauptachse 283. 
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Rotation des Himmels 115, 252. 

— fingierte des Himmels 254. 
Rotationsachse 251. 

— Umlauf im Körper 256. 

— momentane 251, 253. 
Rotationsgeschwindheit 250. 
Rotationsbeschleanong 255. 
Rotierender Spiegel 344. 
Rotierende Flüssigkeiten 403. 
Rotor einer Dyade 53. 

— eines rotorischen Produktes 493. 

— derivierter (Curl) 96, 235, 238, 
239. 

der Beschleunung starrer 

Medien 378. 
idealer Flüssigkeiten 

386, 428. 
Rotorisches Produkt 22. 
Ruhebedingung für Maschinen 298, 

114. 
Rückstoß der Geschütze 139. 



Saitenschwingungen 344. 
Schall, Mechanistische Theorie 340, 
435. 

— periodischer 320. 

— Grenzbedingungen 336. 

— Reflexion u. Brechung 316, 319, 
336. 

Schallschatten 325, 839. 
Schallgeschwindigkeit 309, 315, 435, 

476. 
Schallzustand 308, 310, 341. 

— negativer 330. 
Schallvektor 335, 343, 467. 
Schallwellen, stehende 325, 386. 

— in elastischen Medien 467, 476. 

— in gesättigten Dämpfen 441. 
Schallfläche 308. 

— scharfer Schüsse 313. 

— der Funkenwellen 313. 
Schallquelle 308. 

— vektorische 337, 343. 
Schiebungsdyade 61. 
Schiebungspaar 424. 
Schwebungen 326. 
Schwere als Gravitation 138. 
Schwerebeschleunung 12. 

— am Äquator 124. 

— auf Bergspitzen 190. 

— im Gebirge 190. 

— im Meere 196, 220. 

— in Schächten 192, 194. 
Schwerpunkt siehe Massenmittel- 
punkt. 



Schwimmen 411. 
Schwingungswage 148, 218. 
Schwungmoment 262, 267. 

— der Erde 285. 

Siemens, W. 220. 
Sinusschwingung 10, 11. 
Sirenen 332, 343. 
Sirius als Doppelstem 168. 

Skalar 14. 

— einer Dyade, erster 53, 68. 
erster zweiter Ordnung 69, 

357. 
zweiter zweiter Ordnung 

70, 75. 
dritter 71. 

— der zweiten Dyade 70. 

— der derivierten Dyade, erster 96. 

— zweiter* 357, 389, 531, 534, 537. 

Skalares Produkt 34. 

Skineffekt 521. 

Sonne, Bahn der 117, 118. 

— Masse der 166. 
Sorge 333. 

Spannung, untere Grenze bei Gasen 
454. 

bei Dämpfen 448. 

bei Flüssigkeiten 455. 

— einer Gasmischung 456. 

— ruhender Flüssigkeiten 405. 

— in Wasserwellen 425. 

Spannung der Flüssigkeiten 396. 
Oberflächenintegral der 

396. 
Messung der, 1. Methode 

407. 

2. Methode 417. 

3. Methode 459. 

4.Methode438, 512. 

Spannungsdyade, physikalische Rea- 
lität der 66, 555. 

— in elastischen Medien 500. 

— in zähen Medien 517. 

— analytische Form der 506. 

Spiegel, rotierende u. schwingende 

344. 
Spontane Wirbelbildung 430. 
Starre Körper, Massenmittelpunkt 

260. 

Massenmomente, siehe diese. 

in idealen Flüssigkeiten 409 

bis 418. 
in zähen Flüssigkeiten 517, 

524. 
iii elastischen Medien 504. 

27* 
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Starre Medien, Skalare Grundglei- 
chung 249, 389. 

• Verteilung der Geschwindheit 

250, 251. 

der Beschleunung 257. 

Divergenz der Beschleunung 

Oll. 

Eotor der Beschleunung 378. 

Moment der Beschleunung 

258, 268. 

Dichteverteilung 259. 

Starre und leicht deformierbare 

Maschinenteile 289, 290. 
Stauchungswellen 483. 
Stemtag 115. 
Störungen 137. 
Stokes' Integralsatz 242. 
Stoßheber 423. 
Strahlbildung 402. 
Stroboskop 345. 
Strömung in Röhren 401, 520. 
Stromfaden 180. 
Summe von Vektoren 17. 
— von Djaden 54. 

Symbolische Operatoren 347, 352, 
355. ' 

Symmetrische Dyaden 66, 263. 
derivierte 347, 498. 



Tambour, akustischer 340, 512. 
Tangentenpendel 114. 
Temperatur der Gase 464. 

— Bestimmung hoher 147. 
Thomson, James 461. 
Thomson, W., siehe Kelvin. 
Toepler, Schallflächen 313. 

— Stroboskop 345. 
Tonempfindung 323. 
Tonschall, Periodizität 327. 
Tonhöhe 323. 

Tonleiter 323, 329. 
Tonfeld 334. 
Torricelli, Ausfluß 401. 

— Barometer 446. 
Torsion 475, 507. 
Torsionsmodul 471, 507, 512. 
Toscanelli 116. 

Totale Fluxion, eines Skalars 380. 

eines Vektors 381. 

der Geschwindheit 382. 

von Integralen 383. 

Trägheitsmomente 261. 

— der Erde 285. 
Trägheitsdyade, skalare 263. 

— rotorische 264. 



Trägheitsquadrik 263. 
Translation 249. 
Triade 484. 

— derivierte 489. 
Tripelprodukte, skalares 40. 

— vektorische 48. 
Tyge Brahe 129. 

ümfangsintegral eines Skalars 364. 

— vektorisches eines Vektors 373 (b). 

— skalares eines Vektors 223. 

— dyadisches eines Vektors 372 (b). 

— vektorisches einer Dyade 486 (c). 

— dyadisches einer Dyade 486 (d). 

— triadisches eines Dyade 486 (e). 
Umlauf (Circuitation) eines Vektors 

223. 

Umlaufszeit der Planeten 131. 

— der Trabanten 166, 135. 

— der Kometen 130. 

— des Mondes 134. 



Vakuum 451, 462. 
Vektor 14. 

— - Gleichheit zweier Vektoren 16. 
Vektoranalysis 13. 
Vektorfunktion, lineare 60. 

— allgemeine 93, 526. 
Vektorlinien 93. 

Vektorpotential eines Skalars 210. 

— eines Vektors 495. 

— einer Dyade 100. 

Vektorröhren 93. 

— Krümmung derselben 244. 

— Drillung derselben 241. 
Vektorverteilung 93. 

— Orthogonalflächen 101, 231, 362. 

— skalares Potential einer 102. 

— vektorisches Potential einer 240, 
495. ' 

— dyadisches Potential einer 485. 

— als Summe eines Gradienten und 
Fluktors 362. 

— durch drei Gradienten 362. 
Venus, unerklärte Abweichunffen 

137. ^ 

Verteilung eines Skalars 85. 

— eines Vektors 93. 

— einer Dyade 99. 
Vibrationsmikroskop 344. 
Vibroskopie 344. 

Virtuelle Verschiebungen 303, 549. 
Volums, Fluxion des 201. 

— zweite Fluxion des 535. 
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Volum, darch ein Fl&chenintegral 
178. 

— spezifisches 156. 
Volumometer 460. 

Waals, van der 461. 
Wage 300, 301. 
Wärmekapazität 146. 
Wärmeproduktion 419, 532, 534, 

538. 
Wasserstrabipampen 401. 
Wasserwellen 425. 
Weber, E. u. W. 425. 
Wellen, divergenzfreie 391, 480, 483. 

— rotorfreie 392, 476. 

— divergenz- und rotorfreie 425. 

— longitudinale 391. 

— transversale 392. 

— Wasser- 425. 

— Licht- 469. 

— Biegungs- 478. 

— Torsions- 480. 

— Stauchungs- 483. 

— Kugel-, longitudinale 476. 

— Kugel-, transversale 477, 482. 

— in seichten Wässern 426. 
Wellenkfimme 425, 426. 
Wellenlänge des Schalles 327, 329. 
Wega 465- 

Weltachse 115. 
Weltäther 465. 
Wetterkarten 449. 
Winddrehung 449, 465. 
Wirbelring 227. 
Wirbelraum 227. 
Wirbelstärke 228. 
Wirbel in Flüssigkeiten 386, 387, 
428 bis 430. 



Wirbelfelder, Superposition 108, 

230, 387. 
Wirbelzylinder 232 bis 237. 
Wrensches Gresetz 132. 
Wrensche Konstante 135, 163, 166. 

f&r Venus und Merkur 137. 

Wurf, schiefer 32. 

Youngscher Modul 509. 

Zähe Medien 513. 
Zähigkeit 516. 

— Einfluß der Temperatur 520. 
Zähigkeitsmodul 520. 
Zähigkeitsmoduln 517, 520, 523. 
Zeitbestimmung 115. 
Zentralbeschleunung 31. 

— der Planeten 132. 

— der Trabanten 134. 

— des Mondes 134, 138. 
Zentralbewegung 82. 

— elastische 31, 80, 113. 
Zusammensetzung, der Geschwind- 
heiten 108, 109. 

— der Relativbeschleunungen 110. 

— der partiellen Beschleunungen 
111. 

— der Rotationen 253. 
Zustandsgieichung , iso thermische 

431, 463. 

— isentropische 432, 464. 

— van der Waals 461. 
Zwangsbewegungen 4, 277, 278, 

296, 297, 423. 

— allgemeine 303. 

— Beispiele 296, 304, 305, 306, 297. 

— der Flüssigkeiten 423, 424, 425. 



